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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Въ основу программы и изложеня предмета положена точка 
Зрёня, что сопротивленя матераловъ есть общеобразовательный 
для каждаго техника курсъ, знаше котораго необходимо неза- 
висимо оть спещальности читателя. Правильный технический взглядъ 
на явлеще, на тЪ или иныя сооружены, конструкции, машины и детали 
ихъ и вообще на матеральныя средства и оружя, обслуживающия 
данный процессъ или явлене-—немыслимь безь знамя ‘теори сопро- 
тивлен!я и знакомства съ премами испытаня матераловъ. 

НерЪдко самостоятельное изучене предмета сопротивленя матера- 
ловъ затрудняется изложенемъ, такъ какъ курсъ выливается въ особый 
механико-математичесий предметъ подчасъ н5сколько отвлеченный и 
трудно усвояемый читателемъ. Авторъ въ изложенм, придерживаясь 
вышеизложеннаго взгляда, смотрфлъ на предметь скор%е какъ на отдфЛЪ 
математической физики, для усвоевы котораго необходимо знаше 
основъ дифференщальнаго и интегральнаго исчисленйй и вмств съ 
тЪъмЪ нЪть необходимости затруднять чтеше утомительными или слож- 
ными математическими выводами, Напротив, въ курсъ сопротивленя 
матераловь возможно всё выводы представлять результатами логи- 
ческихъ умозаключенй изъ наблюденя явленя, осышая и сопро- 
вождая выводы самым незначительным количествомъ и простфйшими 
ло существу выкладками. 

ВСБ менъе существенные отдЗлы или детали предмета отпечатаны 
мелкимъ шрифтомъ, 

Для облегченя справокъ, курсъ обильно снабженъ ссылками, при- 
чемъ жирными цифрами въ скобкахъ обозначены №№, т. е. &-фы— 
изложеня, а простыми--№М№ формулъ. 

ВсЪ замфчаня, вызванныя неизбЪжными недочетами издащя, авторъ 
приметъ съ благодарностью къ свЪздфнво. 
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Введен!е. 


При проектировани сооружен й и машинъ приходится опредълять 
размфры ихъ отдльныхЪъ частей. НаиболЪе рацюнальнымъ является 
опредълене этихъ частей, исходя изъ соображенй объ ихъ достаточной 
прочности. Для рёшешя подобныхль вопросовъ, необходимо вопервых 
опредблене внЪшнихЪ силъ, дЪйствующихъ на данное ссоружене или 
конструкцио и вовторыхь отыскане по этимъ внфшнимь силамь— 
внутреннихъ усилй между частицами матерала, разсматризаемой кон- 
струкци. Опредзлеше внфшнихъ силъ, составляетъь главнымъ обра- 
зомЪъ предметъ статики сооружен1и, а отыскиване по нимъ вну- 
треннихъ усимй между частицами предметъ сопротивлен!я мате- 
р!аловъ. Оба эти предмета составляють въ, совокупности строи- 
тельную механику. 

Собственно подь сопротивлешемъ матераловъ сл$дуетъ понимать 
какъ знакомство съ методами, которыми достигается изучене вну- 
треннихъ силъ, такъ и совокупность опытныхъ изслёдованй о сопро- 
тивляемости различныхь матер!аловъ дфйствио энЪшнихЪ силъ. 

Первыя научныя положен, легиия въ основу науки о сопротивле- 
ни матераловъ даны Галилеемъ въ началф семнадцатаго столЪтя. 
Именно, Галилей обратилъ внимане на то, что механики твердаго 
тЪла недостаточно для того, чтобы судить о прочности тФлъ, что 
необходимо знавше физическихь свойствъ тЪлъ, главнымъ образомъ 
способности ихъ измфнять подъ дзйстмемь внышнихь силь свою 
форму. Такое измзнене формы въ дальнёйшемъ будемъ называть 
деформащею. ПозднЪйшее развил{е этой науки принадлежитъ фран- 
цузскому ученому Кулону, занимавшемуся между прочимъ теомей 
изгиба балокъ. Вт слфдующемъ стольтм теоря сопротивления мате- 
раловъ развивалась трудами извзстныхъ математиковъ Бернулли (Да- 
нила и Якова) Эйлера (въ Росси) и Лагранжа {Франц!я)). Въ началь 
девятнадцатаго столЗтя выдфляются главнымъ образомъ франнузсме 
ученые-—математики Навье, Ламе, Санъ-Венанъ. 

Чрезвычайному развито науки сопротивленя матер!аловъ въ даль- 
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нъйшемь способствовало общее развите техники машиностроещя, и 
строительство мостовъ и вообще металлических конструкций. 

Статика сооружешй выработала въ высшей степени интересные 
по простотё и наглядности премы расчета сооружен и рука об 
руку съ этимь теоря сопротивлешя матергаловъ вырабатывала премы 
наиболве точных и полныхъ способовъ учета всЪхъ возникающих 
въ частяхъ конструкщи усилй. 

Слъдстыемъ этого, особенно вмзстЪ съ развимемъ техноломи 
желёзныхЪ строительныхъ матер!аловъ, значительно улучившихъ их 
качества,--явилась возможность воздвигать сооруженя съ возможна 
большей экономей ихъ, въ смыслЪ затраты матераловъ, при соблю- 
денм необходимой прочности. Такимъ образомъ задачею современной ` 
техники всегда является наиболфе ращональное использоваше мате- 
рала и лучщею иллюстрашею этого могутъ служить мноме совре- 
менные конструкщи поражающ своею легкостью. 

Изъ всего изложеннаго вполнё ясна роль теорм сопротивлея 
матераловъ. Въ настоящее время, благопрИятнымъ для развит!я этой 
науки обстоятельством. является сближене техники сь наукою, что 
особенно ярко наблюдается въ Германи. Ей же принадлежитъ и 
честь считать въ своихъ рядахъ наибольшее число современных, 
ученыхъ по строительной механик8 и въ частномъ случа$ по сопро- 
тивленню матер!аловъ. Въ числВ ихъ необходимо упомянуть имена 
Баущингера, Мюллеръ-Бреслау, Фёппля, и др. 

Параллельно съ возрасташемьъ роли теоретических изслздованй, 
увеличивается также и роль лаборатормй и нынЪ работа ихъ не 
исчерпывается исключительнымь изсл®дованемъ свойствъ матера- 
ловъ, но идетъ дальше—и научнымъ испытанйямт, подвергаются цзлыя 
части конструкщи, или модели сооружений. Изъ ученыхъ, посвятив- 
ших себя изученю теорм совмЪстно съ лабораторными изслёдова- 
нями слЗдуетъ указать на профессора Баха (Германя), Консидера 
(Франшя) и Мёрша (Швейцария). 

Все изложене предмета въ предлагаемом курсЪ ведется по воз- 
можности элементарно: достаточно знашя основъ дифференщальнаго 
и интегральнаго исчисленя. Изложенйо собственно теор сопроти- 
вленя матераловь предшествуют важнЪйнце вопросы статики не- 
измфняемой системы, т. г. вопросы о равнозЪс! силъ, но въ самомь 
сжатомъ видБ и ограниченномъ объемЪ. 


ГЛАВА }. 


Предварительныя статьи изъ статики твердаго тфла. 


1. Общия понятя и опредфленя. 


Статика изучаеть услов:я дЪйствЕя силъ, приложен- 
ныхЪ къ тёламъ, находящимся въ состояши равновфс:я. 
Кь таковымъ тфламъ относятся напр. всякаго рода сооруженя, стояния 
неподвижно и подверженныя дВйствю силы тяжести давлении вфтра, ит. п, 
Во-вторыхъ, всякаго рода машины и двигатели, находящтеся въ состоящи 
равномвркаго движеня, какъ въ состоящи равновЪся, въ движении. 
Въ статикв, ‘йломъ называется произвольный геометрическ объемт,, за- 
полненный веществомъ, природа котораго должна 
удовлетворять условно неизмфилемости, или 
абсолютной жесткости. ЕЗ 
Сила, характеризуется слВдующими элементами: ВУ 
1) величиною; 
2) направленемъ и течен1емъ, 


3) точкою приложен! я. фиг 
Поняце о величин» силы устанавливается ки- у 
нетикою. 


Въ статикв сила измбряется всомъ, т. е, величина силы опредЪляется 
эдиницами вЗса, как то: килограммомъ, пудомъ, фунтомъ, тонною. 

Направлен!е дЪйстёя силы опредляется линею; по которой тфло 
двигалось бы въ сторону, опредляемую течен!емть, еслибы на т%ло дБЯ- 
ствовала лишь одна разсматриваемая сила. 

Точка приложен;}я силы лежитъ на направлен ея и, какъ увидикъ 
ниже, въ неизм®няемой системф можеть быть выбрана на этой лини произ- 
вольно. 

Всв элементы, характеризующе силу, могуть быть выражены двояко: 

1) Величина силы можеть быть опредфлена числомъ (именованнымт), на- 
правлеше и течеше—углами или функщыми ихъ и, паконёць, точка приложены 
опредфляется координатами относительно произвольно выбранныхъ осей. 

2) Вс№ элементы силы могутъ быть опредфлены и геометрически. ДЪЙстви- 
тельно, силу можно представить отр®зкомь прямой, фиг. 1, иивющимь столько 
произвольно выбранныхъ единицъ длины, сколько сила имфетъ единицъ в%са. 
Положен!е этой прямой опредзлитъ направлене силы, а стрЪлка ея течеце. 


Точку приложен нам®чаютъ точкою, напр. центромъ кружка. 
1* 


4 силы, дъйСТВУЮЩИЯ ПО ОДНОЙ ПРЯМОЙ. 


2. Силы, дЪйствующия по одной прямой. 


Возьмемь произвольное т%ло Ё на которое дФйствуетт, произвольная 
сила Р, фиг. 2, приложенная кь точкЪ а и докажемъ, что дЪйстве ся не 
изифнится, если перенести ее по направленно ея дйствя. напр. въ произвольно 
выбранную точку &, лежащую на прямой а, опредфляющей направлеше данной 
силы Г. Къ точкф в приложимъ дв силы Р, и 2, взаимно противоположныя 
и лежащя на прямой а и притомъ равныя Р. Состояще тВла 4 не измфиится» 
согласно аксюмЪ о Взаиниоуничтожаемости противоположныхь силъ, По той 
ке аксюм6 силы, Ри ТР, взаимно уравновЪсятся, СлФдовательно имфемъ: 1) 
Состояне тЪла ‘не измфнилось и 2), вмфсто данной силы Р, приложенной кт» 
лочкЬ ©, имфемт. силу Р, =, перенесенную въ точку 2. 

Пусть на некоторое тёло будуть дЪйствовать силы Г, В, 2%.-.1%...Ё,, 
лежашщя на одной прямой, т. е. дйствующЯ по одному направленю. По пре- 
дыдущему, всё эти силы мы можемъ перенести по направлению ихъ дЪйстам, 
приложить къ произвольно выбранной точк® и затВмъ замфнить одною, пока 

неизв стною намъ, силою Я, — дВйствующею 

по тому-же направлению, которая будет» равно- 
$, АЪйствующею данныхЪ составляющихт» силль- 
Требуется опредВлить величину равнодйству- 
ющей Я. По началу независимости дйстня 
силь, всли тЪио подвергалось дЪйствНо ниц» 
силы Л, 663% присутстыя остальных, то 
такому-же ДЪйствию оно подвергнется и въ, присутствии силы №, которая 
кромф того окажет и свое дёйстые, а потому дЪйстые обЪфихъ силь выра- 
зится так; В: = Р,-- Р, Распространяя подобное разсуждене на вс№ в силл» 


получимъ: 
8 = У 


Равнод® Нствующая произвольнаго числа силъ, д й 
ствующихь по одному направлен: ю, равна ихъ алгебран- 
ческой сумм, 


[92 


3. Параллелограммъ, многоугольник силъ. 


Возьмемъ двВ силы, направленныя по пересЪкающимся прямымтъ, Равно- 
дЪиствующая подобныхъ силъ будетъ, какъ по велицинЪ, такъ и по направле- 
ню дуагональю паралеллограмма, построеннаго на данныхь сипахъ *). Йоло- 
женше это есть сл®дстве начала независимости и подтверждается опытомъ, 

Изъ разсмотрёня параллелограмма силь можно видфть, что аналитиче- 
<свая связь между составляющими, равнодйствующей и углами ими образуе- 
мыми, выражается слВдующимъ образомъ: 


Иер РР 
ВУ Ре: ст. (2) 


*) Свойства равнодВйствующей двухъ силъ, пересвкающихся въ одпой 
тозк® были извъстны еще Аристотелю (384—322 т.г, до Р, Х.). 
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тАВ о = 
составляющихъ, уголъ, образуемый равнод 
уменьшается и обратно. 

Въ частномъ случаф, когда состанляюция образуютъ между собою уголъ 
+ =90", выраженйя (2) обратится въ: 


3. Изъ этихь выражешй видно, что сь уменьшешемъ одной изъ 
твующей и другой составляющей, 


Ь о 


В=УР: 4-0; ста в ЕЬ [Е] 


Кока я =0, то инфень Я -= Р--0, аесли и =180:, ю Н=0— р. т 
выражен (1) выводится изъ выражены (3) какъ частный случай. 


Спроектируемъ равнодВйствующую Е на произвольное ниправлене и 0бо- 
значим 


20 № (41 


гдЪ 0 уголъ, образуемый силою П съ даннымъ направлещемъ, или съ данною 
осью; обозначимъ углы, образуемые составляющими @ и Р съ тою же осью 
церезь 2; и 3:. Изъ аналитической геометрии имекь: 


6050 — воза водо, + сз В 0038, (5} 
Вставляя сюда значешя 
$ е_Р 
в051 = = 
ор и = 


и подставляя найденное значее 3 ву, выражене (4) найдемъ: 
в=Р=Й (6) 
16 Р= 26058, и = Фа. 


Равенство (6} читается такъ: равнодЪйствующая двухъ силъ равна 
ихъ геометрической сумм. 

Въ построени параллелограмма силт», какъ видно, мы имвемъ какъ анали- 
тическое так и графическое рёшене вопроса, Однако для послФиняго рёше- 
ня нЪть необходимости строить параллелограммъ. Дфйствительно, на, фиг. $ 
линя А, изображающая силу ®, вполн опредфляется либо треугольником 
АНД, либо треугольникомь 4СП. Поэтому при графическом, способЪ строят 
одинь изъ этихъ треугольников, 

При этомъ, если течеше силъ обозначено стрлками, то течене равно- 
дЪиствующей получимъ изъ того услов, чтобы ово шло навстрфиу теченю 
прочих» сторон» треугольника, изображающихь слагающя силы, Такой тре 
угольникь называется треугольником”, силъ, 
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Итакъ, для графическаго сложешя двухь пересфкающихся силъ, необха- 
димо построить отрЪзокЪ. равный одной изъ составляющихъ, изъ конца его 
провести линро параллельную второй слагающей, и по отложени на ней вели- 
чины этой послдней, соединить ся конецъ съ началомъ перваго отрЁзка. 
Свабдивъ чертежъ стр®лками, какъ указано, получим вс№ элементы, опред®- 

ляюцще  равнодВИствующую. Часто построеше 
треугольника силъ производять не въ самом 
@ нъсть пересфчещя силъ, а гдФ-либо совершенно 
въ сгаронф. Необходимо только чтобы стороны 
этого треугольника были соотвфтственно парал- 
лельны и равны даннымъ силамъ. Очевидно, что 
вЪ втомъ случаж этотъ треугольникъ силъ опреё- 
ДЬлить лишь часть изъ элементов, опред®- 
Фиг. 5. ляющихъ силу--именно, величину и течене и не 

дастъ точки приложен силы, 

Распространимъ тенерь всё сказанное о сложени двухъ пересЗкающихся 
силъ на случай произвольнаго числа силъ, направленя которыхъ пересФкаются 
въ одной точкь, Возьмемь я произвольныхь силы; пусть направлен ихъ 
пересёкаются въ одной точкф. Перенесемь каждую изъ нихь по направлению 
ея дВИстия такъ, чтобы точка пересфченя стала точкою приложеня всхъ 
силь. Пользуясь правилом параллелограмма, мы имфемъ возможность зам нить 
да» произвольно нами выбранныя силы и соедннить вЪ одну, и значить вмЗсто 
и силь у насъ будетъ {#1} силъ. Изъ этой совокупности выберем снова 2 
произвольный силы и замфнимъ ихъ одною, т.е. (и—-1) силъ приведем къ 
(„—2) силамъ. Поступая точно также дальше, приведемъ наконецъ систему в 
силъ къ двумь, а затВиъ и къ одной, которая и будетъ искомою разнод®й 
ствующею м составляющихь силъ. 

Разберемъ правило, высказанное для общаго случая, на частном примёрЪ. 
Пусть даны, положим, 4 силы №, №. №, 
6, фиг. 6, т. е значить даны ихъ вели“ 
чины м утлы, образуемые между собою х, 
Вит, Тогда для аналитическаго рёшеня 
вопроса воспользуемся формулами (2). 
помощью которымъ сначала опредълимъ 
величину и направлеще частной равнодвй- 
ствующей Л, (составляющими хоторой бу- 
дуть Ри Р,), затбыъ величину и напра- 
влене частной равнодвиствующей П., при 
состазляющихь 2, и №, Получасмъ днЪ 
силы В, и Мы которыя и соединяем въ 
общую равнодвиствующую #. 

Обратимся теперь къ графическому 
прему. Онъ слдуетъь изъ графическаго 
сложеншя двухъ силь. Возьмем, сначала 
частный прим®ръ. Имфемь 4 силы. Для 
получешя частной равнодЪЙствующей Я, 
строимъ треугольникъ силъ, для силъ 2, 
Р, и В, т.е. ЛВС, по правиламъ, описаннымъ выше. Затвмъ строимъ тре- 
угольникъ силь для Л Вьи Л, т. е. АСР и’ наконець, для нахождемя по- 
слёдней равнод®йствующей, которая и будеть общею равнод®йствующей В, 
строимъ треугольникъ 10 2, г АЖ и будетъ искомою силою /г, Изъ чертежа 
7 ясно, что для отыскаыя линм А совершенно лишне было строить лишю 
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АС и ЛЬ, а достаточно было построить непосредственио многоугольникъ 
АВОРЕ. Итакъ, для нахожденя равнодфИствующей н®сколькихь, пересфкаю- 
шихся въ одной точкф, силь, необходимо иэт» конца одной изъ нихъ провести 
отрфзовт, параллельный и равный второму отрфзку, изъ конца этого второго 
отрзка провести отрфзокъ параллельный и равный третьей силЪ, поступая и 
т. в. до построешя отр®ака параллельнаго и равнаго послёдней силЪ, Конець 
этого отрЗзка слЗдуетт, соединить съ началомъ первой силы, замыкакицею лниею 
и снабдить ее стрёлкой, 
указнпающей течене 
обратное течению всВхъ 
предыдущихь  сторонъ. 
Такой многоугольник 
называется много- 
угольникомь  силъ, 
или многоугольни- 
комъ  Вариньона. 
Очевидно, что безраз- 
лично въ какомъ порядкВ 
строить этотъ много- 
угольникъ, какъ это и 
видно на фиг. 7, г4% 
АВУНВ есть другой 
НОГОуГОЛЬНИКЪ силЪ съ тою-же замыкающею стороною, 

Многоугольникъ силъ можетъ быть построенъ при любой точк®, независимо. 
отъ токи приложеня данныхъ силъ. ‘’Гакъ, на черт. 8, для силъ 2, до Р, 
приложенныхь въ точкВ -1 построенъ многоугольникъ снлл, при точк® В, при 
чемь найдека равнодЪйствующая Л. 

Очевидно что эта равнодвйствующая найдена въ данцомъ миогоугольникв 
по величинЪ и направленя [она Плини, по которой приложена дзйствительная 
равиодЪйствующая!|; точка же приложеня ея задана точкою 4. Поэтому послв 
построешя многоугольника при точкЪ № и замыкашя его вектором, В, надле- 
жить въ точк® 4 построить силу 
В равную найдениому вектору и? 4 
сму параллельную, 

' Если бы при построеши какого 
либо миогоугольника силь онъ 
самъ собою сомкнулся, то это 
покажетъ что силы, для сложеня 
которыхъ он построемъ, нах 
дятся сами по себ въ равноввсти. 
Такой  многоугольникь будемъ Фиг. 8 
называть соикнутымь многоугольникомъ снять или многоугольни- 
комЪ равнов ® с1я. 

На фиг. 9 силы 2. до №, сложены помощью многоугольника силъ, по- 
строениаго при точкЪ 4, причемъ онъ самъ собою сомкнулея; слфдовательно 
силы, приложенныя въ точк® А находятся въ равновф аи, 

Изъ построешя многоугольника силъ непосредственно слдуетъ выраженте 
равнодйствующей, какъ геометрической суммы составляющихл, (7). 

ДЬЙствительно спроектируемь многоугольник силь №, №... на 
ось 2.2%. 

Предварительно изу, вершины 2Ё этого многоугольника проведемъ дзагонали 
В, В, В, Эти магонали будуть частныя равнодЪйствуюнуия В, — для силъ 


Фиг. 7. 
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Вир, цагональ 1, для В, и №5 Магональ В для силъ зи №, На осно. 
вами равенства (6) проектируя треугольникь 462, АРИ, АР и АРВ на ось 


ЕТ, найдемь 


В.-- Рь+ Рь-- В- 


Фиг. 9. 


Сумма составить: 


По сложеши лЪвой и правой частей равенствъ и сокращенй, найдемъ 


фиг. 10. 


8 


| 
р 
р 


р 


> 


=х В. [и 


Т.е равнод® иствующая 
равна геометрической 
суммЪ составляющихъ 
для произвольнагочисла 
силь, или проекц:я равно. 
д Иствующей произволь- 
аго числа силъ на про. 
извольную ось ранна 
суммЪ  проекц!й соста- 
вляющихЪ на туже ось. 

Если проекщя равнодЪйствую- 
щей на какую либо ось получилась 
равною нулю, то это значить, что 
съ одной стороны многоугольникъ 
силъ быль сомкнутый, а съ другой, 


что силы, для которыхъ построенъ данный многоугольникъ-—взаимио уравно- 


вФшипаются. 


4. Параллельныя силы. 


Если направленя двухъ силъ не перес®каются, то будемъ, имЪть случай 
параллельных силъ. При этомъ течене обфижъ силъ можеть ‚быть 
одинаково или противоположно. Разсмотримъ сначала первый случай. 

Имвемъ двЪ силы Р, и Р, между собою параллельныя, приложенныя къ 
‘точкамъ 1; и Из одного и того же т®ла, текущя въ одну сторону. Требуется 
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опредфлить силу, способную замБнить ихъ дЪйсте, т, е. ияъ равнозначущую, 
или, короче, равнодЪиствующую силу И. 

Соединимъ точки А, н (№, которыя какъ уже знаемъ, могуть быть выбраны 
на направлеяхь силъ произвольно и приложимъ къ этим. точкамъ силы 
21 ирь равныя по вели- 
чин% и противоположныя 
по течению; состояще 
тфла отъ ихъ приложеня 
не изм нится, Въ точкахъ, 
4: и 4, получимъ по да 
силы, которыя замЪнимъ 
их равнод8йствующими 
ня, 

Продолживъ эти силы 

В, н.В, ко ихъ взаимнаго 
пересЪчени, — найдемъ 
точку А» ВЪ которую и Фиг. 11. 
перенесемт, 06 силы, 
т, в, отложимт, 4, В —= В, и АЖ: В.. СоединивЪ эти частныя равнод®йствую- 
щи А, и №, въ одну, получимь общую равнодйствующую А— 4,2. Остается 
вывести зависимость между ея величиною и положешемъ и между заданными 
силами. 

Если теперь при точк® 4, произвести снова разложене силъ В, и В, на 
первоначальныя составляющия, то получимъ по сокращенм взаимно противопо- 
ложныхь силъ р; И ры ЧТО 


АВА АКЛ, и АИА,б, = АКЬА, = АНА, К 


при этомъ такъ какъь 4501} 2.6 и 4,0, ||-45Ё, точки Си С, будутъ лежать на 
одной линм. Вл, паралелотраммь В4,8.2), треугольникь ВСВ разенъ треуголь- 
нику 4,0, Ё. Изъ равенства этихь треугольников инемъ 


2 8) 


4,0, 
Оль 


РаздЪливл, первую пропорцио на вторую и положить ОА, ==а и Од, =Ь 
получим: 


=., или Ра =: 


(9) 


Итакь, параллельныя силы, текущ!я въ одну сторону, имжють 
равнод 5 йствующую имъ параллельную, равную ихъ сумм 
и текущую въ ту же сторону, причемъ равнод 6 Иствующая 
двлитЪ разстоян!е между составляющими, на части обратно 
пропорц!ональныя величинамъ составляющихъ, 

Если силы текутъ въ различныя стороны, то правило ихъ сло- 
жене можеть быть доказано такимъ же путемъ. Пусть заданныя параллельныя 
и противоположно текущя силы будуть Р; и Рь приложенныя къ ‘гочкам-ь 
д, и Аь взятымь на направленяхь составляющихъ. СоединивЪ эти точки пря- 
мою и приложивъ къ нимъ силы р, и т. между собою равныя и текущя въ. 
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разныя стороны, мы ни состоящя тёла, ни АЪЙсТВЯ на него заданныхл, сил 
не измВнимъ. 
Каждую изъ совокупностей силь, д®йствующихь въ точкахь 2 и 4; па- 


мФнимъ частными равнодЪйствующими Й, м И, которыя, по своемъ перенесе“ 
Ни къ точк® перес®чещя ихъ 


направленй—4» Ммогутъ быть 
соединены въ общую равно- 
дВИствующую @; эта то сила 
и будеть искомою равнодЪй- 
ствующею данныхъ силъ. Опре- 
двлимъ ея величину, направле- 
не и положене. 

Для этого въ точкБ 
произведемь снова ‘разложение 
Я и М, на ихъ составляющие, 
Сила м» и |. взаимно сокра- 
тятся и останутся силы Ру и 
'„дВиствующия поодной прямой 
(какъ ||-ыя ||-мъ лиНямъ и 
проведенныя черезъ одну точку) въ различныя стороны; равнодЪйствующая 
ихъ В очевидно равна ихъ рааностн т. е, 


(10) 


Если проведемъ ВР 4,1 то АВС = АЗЗЫКЫ (стороны Й и Ве == А.Н) 
сл6довательно В// = 1.0, и стало быть А представляеть собою дагональ 
параллелограмма, построеннаго на силахъ А, и В.. Въ такомъ случа® имВемъ; 


Ала ео АРЕА, | 
АЛЬ со АКН.в | 
Далфе; 


‚ По параллельности сходственныхь сторонъ. 


— 9.5 
к ПН, 


Раздбливь первую пропорцю па вторук, припоминая, что р по по- 


№ 


строенйо и обозначиаь 0-1 черезь а и СА» черезъ В, получимъ, что 
ь 


в 
в.а 


и Раб (и 
т. е. дв силы параллельныя и текущ!я въ противоположныя 
стороны имвютъ равнодВЯствующую имъ параллельную. 
текущую въ сторону больщей из\Ъ нихъь и равную ихъ разно- 
сти. Равнодв йствующая расположена со стороны большей 
изъ силъ, и разстоян!е ея до каждой изъ слагающихъ об- 
ратно пролорц!онально ихъ величинам. 

Если назовемъ линво соединяющую дв произвольно взятыя точки прило- 
жены составляющихъ, т. в, напримёръ ва фиг. 11 и 12, линю А.Л» черезъ 
„зто найдем, что 


а 2) 


гдВ знакъ + передь и имфетъ мёсто при силах, текущихь въ одну сто- 
рону, а —, при силахъ, текущихъ въ противоположныя стороны. Изъ подобя 
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треугольниковь, построенныхь на отр8зкахь и, си на силах В, № и В 
находимъ слвдующую пропорции: 


113) 


° 


Поэтому, если направления двухъ параллельныхь сийъ и их» разнодЪВй- 
ствующей разсЪчены произвольною прямою, то величина каждой изъ 
пересз ченныхъ силъ пропорцональна отр®зкамъ с$ку- 
щей, заключающимся между двумя прочими силами, 


5. Моментъ силъ, 


Моментъ силы есть произведен! е изъ величины на ея плечо- 
Плечомъ силы называется кратчайшее разстояне между направленемъ силы и 
нЪкоторьмъ геометрическимь протяженемъ. Такъ на фиь. 13, моментъ силы 
Р относительно точки О — есть произведене Ра, т. е. проилведене изъ вели- 
чины силы па длину перпендикуляра, опущеннаго изъ 
точки О на направлене силы. Точку 0, выбранную 
произвольно въ плоскости силы, условимся называть & 9 
центромуь момента. Величину момента обыкновенно 
изобрамають букзвою 27, внизу которой часто ставят | ЛМ-=+ 8, 
укаватель центра момента, или геометрическаго протя- 
женя, заключающаго точку центра момента. Выше уже (С) 
было сказано, что моментъ силы опредфляется вели- ы 
чиною, плоскостью дВйстйя и сторонсю кажущагося 
вращенйя; остается усдовиться относительно послФдняго 
изъ этихь трехъ злементовь, характеризующихь мо- 
менть силы. Сторона кажущагося вращеня опредфляется энакомть момента. 
Положительнымъ моментомуь силы условимся называть такой, сторона, 
кажущагося вращен!я котораго, относительно центра момента — совпадает съ 
вращешемъ часовой стрёлки, отрицательнымъ — ему противоположный, 
Такъ моментъ силы №, == 24, на фиг. 18, есть положительный. 

Посмотримъ какова зависимость между моментомъ силъ составляющихь и 
моментомь равнодЪйствующей, для силъ лекащихъ въ плоскости, 

Легко показать, что моментъ равннод% }- 
ствующей двухъ параллельных силтъ, 
относительно любой точки, взятой въ 
плоскости силъ, равенъ сумм момен- 
товъ составляю щихъ относительно той 
же точки. 

Разсмотримъ выражене для момента равно- 
дэйствующей двух ь перёс®кающшихсяснлЪ. 
Пусть №; и В, дв№ произвольныя пересвкающися 
силы. Выберемъ произвольную точку #/, лежащую въ 
плоскости этихь силъ за центрь момента к соста- 
зимъ выражеше для момента, составляющихь силъ, 
Изъ точки Ъ, на. Фиг. 14, опустимъ перпендикуляры 
нА направяеня цанныхъ силъ. 

Изъ раземотршя фиг, 14 видно, что 


Фиг. 13. 


арат т — 9), 
Фра 1180 — (Вт) == ря В) +1), 
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т. в. плени данныхъ силъ относительно 2 выражены въ функшяхъ ея разстояня 
до точки пересёченя составляющихъ.Назовемъ сумму моментовъ, составляющихь 


ы 
силъ Р, и Р., какь и выше, черезь УМ, т. е. 


Пюдставивъ найденныя знкаченя для плечу, а и &, напишемь 
. 
я ; й . 
М=-Вря (и -®— Брзт (Вт) 
= . 
замнивЪ синусъ суммы-суммою синусовъ угловъ, полунимт: 
2 
У и=- рт ена — озу а 


— 
т 


т вт = В, 958 а 1 - 


Но Ру зы & = Вь зу 3, (2), сл®довательно средне члены сократятся; тогда 


27, вов #. 


У МЕ-рянт ов 
т 


Выражешще стоящее вт, скобкахъ есть равнодЪйствующая В, (6), а раму ==. 
есть плечо этой силы относительно точки Р. Поэтому 


(5 


тдЪ знакъ минусъ опущенъ. 

Теорема о моментЪ равнодВйствующей двухъ пересжкающихся силъ спра- 
ведлива и для произвольной точки, взятой внутри остраго угли. образуемаго 
данными силами. 

Такимъ образомъ мы доказали, что моментъ равнодЬ Иствующей 
двухъ нерес®кающихся силу относительно любой тачки, 
взятой въ плоскостн силъ равенъ сумм моментовъ состав- 
ляющихъ относительно той же точки. Наконецт, еслибы имбли въ 
плоскости не дв, а произвольное число я силь, причемъ силы эти могутъ 
быть, какъ параллельны между собою, такъ и направлены произвольно, то со- 
гласно выраженыйт (14 и 15) могли бы написать 


Ра рЬ- Вт, 
Вр Ре = Ву, 


В’,-- Ра= В, 


ГВ а, Бе @. ..# плечи составляющихь сил, относительно выбранной 
ТОЧКИ И *,, *; Т;, . -Ги-а плечи частныхъ равнодйствующихъ, относительно 
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тога же центра; а г плечо общей равнодЪйствующей. Складывая эти раленства 
по сокращенми, найдемъ 


Ле 


Па Рон Таль ра... ВЫ 


ито можно написать сокращенно такъ— 


У», (16) 


ТДВ Мг есть моменть #— той составляющей силы относительно выбранной 
точки. 

Выражене (16) читается такъ: Момент равноджйствующей про- 
извольныхъ силт, лежащих въ одной плоскости, относи- 
тельно любой точки этой плоскости равенъ сумм % момен- 
товъ составляющих относительной той же точки. 


ПРИМЪР Ъ: 


Пусть дано 6 параллельныхъ силъ, лежащих въ одной плоскости. Ввли- 
чина этихл» силъ, равно какъ и кординаты ихъ относительно нзкоторой точки 
плоскости, выписаны вт, прилагаемыхь двухъ столбцахъ. Опредфлить равно- 
дВйствующую. 


Послфдовательное нахождене частныхь  равнодвиствующихь, помощью 
сложешя двухъ параллельных силъ, весьма утомительно, поэтому находимъ 
сразу: * 

а) величину равнодфйствующей. какъ алгебраическую сумму яс®хъ соста- 
вляющихь; 
*  Ъ) координату равнедВйствующей 2, относительно той зке точки, отъ кото- 
рой отсчитывались координаты точекъ нриложеня составляющихь силъ, поль- 
зуясь выраженемъ (16). 


8) В=\4 


=8—6-5+9—3+7=29—9= 29; 


6. Пара силъ. 


Дв№ параллельныя силы, одинаковыя по величин и текущия въ противо- 
поножныя стороны, не могутъ быть замВнены одною силою. Между тВмъ та- 
кая совокупность силъ, приложенныхь къ тФлу измВнить его состояше, что 
неё трудно себф представить, если вообразить въ данномь т8л% н\®которую 
‘точку, которая по условямъ вопроса, положимъ, должна оставаться ненодвиж- 


14 ПАРА СИЛЪ. 


ною, Въ этомъ случаЪ произойдеть вращене тёла около неподвижной точки. 
Такая совокупность двухъ параллельныхь силъ, равныхь по величинВ и теку- 
щихь въ противоположныя стороны, называется парою силъ +). Кратчайшее 
разстоянзе между силами пары называется плечомъ пары. Изъ того что 
выше было сказано о силахъ ио моментахь силу, легко 
зидЪть, что характерь дВйствя пары на тёло, или, какъ 
говорять, напряженю пары должно измфряться также, 
какь измфряются моменты силъ. Мёрою напряженя пары 
Служить момектъ пары произведеще изъ величины 
одной изъ силъ пары на ея плечо, Моментъ пары 
силъ есть для данной пары величина постоян 
ная. Если взять алгебраическую сумму моментовъ 
силуь, составляющих пару, относительно какой угодно 
точки въ плоскости пары, то сумма эта постоянна и 
Фиг, 15. равняется моменту пары. Моменть пары, также какъ 
и моментъ силы, вполн% опредфляется тремя элементами; 
величиною, стороною кажущагося вращен!яи плоскостью 
д йствтя. За единицу измфрешя момента пары силъ принимают такую 
пару, у которой величина каждой изъ силъ равна единиц силы и плечо равно 
единиц длины. Сторона кажущагося вращеня и плоскость д®йствя опре- 
дЪляются какъ и для момеютовъ силъ. 

Пара силъ обладает тремя свойствами: 

1) Пара силъ, дЪиствующихт, на какое угодно т5ло, мо- 
жеть быть перенесена параллельно самой се6%, вь пло- 
хкости ея дВйствуя, или вЪ другую ей параллельную пло- 
<кость безъ измфнен|я въ состоян!и тФла, 

Сначала докаженъ вторую часть высказаннаго положеня, такъ какъ пер- 
зая часть составляетъ частный случай второй. 

Положимъ мы инфемъ пару силь Р, Р съ плечомъ Л.А» лежащую въ пло- 
<кости №. Фиг. 16. Выберемъь въ произвольной плоскости 2, параллельной 
плоскости данной пары, т, е, №, отр®зокъ 8,8, равный и параллельный отрЪзку 
АА и въ точкахъ В, и 3, приложимъ по дв 
равныхъ между собою и противоположныхл» 
силы, равныхь каждая данным силам 2 
и перпендикулярныхъ взятому отрЪзку В,В., 
Очевидно, что эти новыя четыре силы: не изм ®- 
иять состояня тЪла. Точки приложеня силъ, 
т, Л. 4» В, и В, соединимъ между собою 
прямыми, тогда получимь параллелограммь 
З.В В, съ дегоналями. Изъ разсмотрвия 
чертежа замфтимь, что силы 2, перечеркнутыя 
одною черточкою, имЪютъ равнодвйствующую 
В =22 и силы Р, перечеркнутыя двумя чер- 

Фиг. 16. точками замвнятся равнодВйствующею й,=2. 

06% эти равнодВйствующия будуть приложены 

къ тачк® С, пересвчешя дуагоналей, ибо дагонали паралиелограмма взаимно 
длятся пополамъ—и взаимно уничтожатся, Такимъ образом изъ всей сово- 
купности силз останутся лишь дв силы Г, образующия пару съ плечомъ 4,8, 
и замвнившую пару Л, 2’ съ плечомъ Л.А; а такъ какъ обЪ эти пары изм?- 


*) Назване это впервые было дано извФстнымь французскимъ геометромъ 
“Ротзо, 
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ряются величиною момента Ри, ТАБ и=4,4,-= В,В, то он между собою 
равны по величин и слЪдовательно предложене доказано. 

* Воли предположить, что на томь же чертеж плечи парт, т. е. атрЪзки 
Ала и В,Вы, лежать въ одной плоскости, то только что приведенное докази- 
тельство подтверждаеть первую часть теоремы, т. е, будетт, доказано, что воз- 
можно перенести пару въ плоскости ся дЪйств(я, параллельно самой себЪ. безл, 
измБненя въ состоящи тла. 

2) Пзра силъ д5йствующихъ на т®ло можетъ быть ловер- 
нута въ плоскости ея д®йств{я безъ измфнентя въ состоя- 
ни тфла. Пусть силы Р, Р на фиг. 17 образуютъ пару съ плечомъ д. 
Через точку С, середину линм 4,4» проведемъ ей равную линю Ау’. .‚. ле- 
жащую въ плоскости заданной пары. Уголь, образуемый линей 1..4. съ пле- 
чомъ 8‘, можеть быть совершенно произволенъ,--пусть напр. онъ будеть 2. 
Въ точках Ари Аз’ приложимъ въ каждой по двЪ противоположныхь силы, 
причемь пусть каждая изъ нихъ равна силамъ заданной пары. Силы 1, 
перечеркнутыя на чертежь, замфнимт, соотв тствующими равнодйствующими 
К, и Аа. Эти равнодЪйствуюния между собою равны. какъ длагонали равных, 
параллелограммовтъ и текутъ въ противоположный стороны. Если точки прило- 
женя ихъ 1), и Р; соединить сь точкою то, изъ равенства прямоугольных, 
треугольниковъ 4460, и А.С», имбющихь равные катеты, докажемъ, что силы 
В, и №, направлены по одной прямой; слЪловательно силы А; и А. какъ 
противоположныя взаимно уравновВсятся 
Изъ всей совокупности разсматриваемыхъ 
силъ, останутся лишь силы Р, Л, обра- 
зующы пару съ плечом АИ А», т. в. теорема 
доказана. 

3} Всякая пара силъ, д йству- 
ющихъ на т8ло, можеть быть 
замвнена безъ измвнснуя въ со- 
стьян{и т ла другою съ силами 
и плечом т, порознь произвольно 
взятыми, но удовлетворяющими услов:ю, чтобы хоментъ 
второй пары былъ равенъ моменту первой, 

Мы уже знаемъ, что ира напряжения пары есть ея моментъ. Но моменты 
силы измфряется единнцею составною и есть произведеще двухъ величинъ, 
Очевидно, что измфняя каждый изъ множителей, вообще говоря, мы измфнииЪ 
и произнедеще ихь, но можемъ каждый изъ нихь измфнить и такимъ обра- 
зомъ, что произведеше останется неизминымъ, Отсюда можно заключить, 
что состояще тфла не должно измбниться, есни мы замфиимъ пару силъ, къ 
нему приложенных, другою, имвющею иное плечо и иную силу, но тотЪ же 
моментъ. Такъ, если мы увеличили плечо нашей пары въ » разъ, гдЪ и 
произвольное положительное число, то для сохраценя величины момента пары 
мадо будеть уменьшить въ 2 разъ ея силы, Подтвердимъ это геометри- 
чески, (фиг. 18), Пусть №, № данная пара съ момситомь 4 = Ре. Продолжим 
плечо ея В до произвольной точки О ивъ этой точкф, также какъ и въ 
точкЪ В, приложимъ по дв произвольныя, но между собою равныя силы &,, 
4» @, и Ч. Очевидно, что отъ такого прибавленя, какъ состояне тФла, такъ 
и дВИстве заданной пары силя, не изм ®нится. Величину силъ @ выберемъ та- 


. а 
кую, чтобы она удовиетооряла выражению 0 = Ри, те, ф= р 2, Силы м 


Фие. 17. 


@, (перечеркнутыя одникъ штрихомъ) сложимъ въ равнодзиствующую Р-г- ©», 
которая будетъ приложена въ точкф А, что слбдуетъ изъ только что напи- 
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санной пропорцм (9). Въ этой же точкё В по построеню приложена и сила 
№-- 4. равная предыдущей равнодёйствующей по величин, но текущая въ 
противоположную сторону. Тазя силы взаимно уничтожатся и слфдовательно 
изъ всей совокупности силъ останется пара 
силъ (2,0, съ плечомъ в т. в, имфющая моненть 
М, = 06, Согласно же написанной выше про- 
порщи, служившей для опредфлешя величины 
силы @, имВемъ что М, = М, т, е. свойство 3} 
доказано. 

Измвнене величины плеча или, силы пары’ 
безъ измфнещя величины момента ‘пары, назы- 
вается превращен:емт пары, 

Изложенныя три свойства паръ могутъ быть 
виЪств взятыми формулированы такт,: Всякую 
пару силъ можно замфнить другою, 
имфющею съ ней равный моменту, и 

фиг. 18. лежащею въ произвольной плоско- 

сти, параллельной плоскости дЪй- 

ств: я первой пары. Итакъ, при перемфщени, поворачивани въ плоскости 

и превращенм пары, неизмВняемы остаются: величина момента, сторона 
кажущагося пращеня и направлене плоскости дЪйствЫ *). 

Превращенень паръ пользуются для замфин ихъ совокупности— одною 
т, е. для ихъ сложешя, . 

ЗдЪсь разсмотримъ сложене паръ лежащена плоскости, или в пло- 
скостяхь параллельныхь. Докажемъ, ито: 

Монентъ равноджИствующей пары равен сумы мо- 
ментовъ паръ составляющихъ. Перенесемъ вс пары въ одну пло- 
скость, если он® были въ плоскостяхъ параллельныхъ, Затфмъ вс пары, пе- 
ренесенныя въ одну плоскость перемвстимт, и повернемъ такимъ образомъ, 
чтобы плечи ихъ совпали въ одну прямую. Для сложешя паръ геометрически 
необходимо превратить ихъ въ пары, имЗющя одинаковыя плечи; тогда, со- 
выфстивъ плечи превращенныхъ паръ’въ одно - общее плечо, останется сло- 
жить силы, которыя, нслфдстше равенства плеть, будуть лежать въ каждом 
изъ концовъ плечи, на одной прямой. Получимъ равнодЪйствующую пару 
имфющую можентъ равный сумыв моментовт, составляющихь паръ, такъ какъ 
при одинаковомъ плечЪ, моментъ пары пропорцюналенъ величин каждой изъ 
силъ пары, а каждая изъ силъ равнод®йствующей пары по построению равна 
суммв соотвЪуствующихь силъ составляющих паръ. 


7. Веревочный многоугольник #4), 


Положимъ даны четыре силы 1, 2, Зи 4, Фиг, 194. Выбравъ произвольную 
точку а, фиг. 19, произведемь сложеше цапныхь силь помощью многоуголь- 
ника Вариньона (син причемъ получимъ равнодЪйствующую Я по величии 
и по теченю, т, е, отрЪзокь равный и параллельный искомой равнодфйствую- 


*) Направлеще плоскости опредфляется угломъ, образуемымъ плоскостью 
съ. произвольною осью координать, 

**) Синовимные термины, также употребляемые въ литератур: много- 
угольникЪъ связей, шарнирный ‘мнотоугольникъ, стержие- 
вой многоугольникъ. 
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щей. Остается найти точку порнложентя этой равнодъйствующей, 
али, говоря ‘гочнфе, одну изъ точек, лежащихь на лиши, опредфляющей поло- 
женй: равиолйствующей. 


Фиг. 19. 


Постронвъ многоугольникь силь, выбираем произвольную точку 0, кото- 
рую соединяемъ прямыми съ вершинами этого многоугольника. Точка О назы- 
вается полюсомъ, а лини 04, 06, 0е, 04, 04-- лучами, Разсмотрьву 
фиг. 19%, легко замвтить, что иногоугольникь Вариньона вмфетЪ съ лучами, 
образуютъ совокупность отдфльныхъ треугольников силъ. Поэтому каждые 
два луча можно разсматривать какъ слагающе, которыхъ равнодвйствующая 
будсть третья сторона, т, # каждая изъ данныхь силъ 1, 2, Зи 4. Такь сила 
3-ая на черт. разлагается на а0 и 06, сила 2-ая —ни В0 н Он, снла 3 — на 
0 и 08, сила 4 — на 40 и 0. 

Прослфдивъ течеще стрфлокъ въ лучахъ, легко замфтить, что произведя 
послёдовательное сложеше сторонъ многоугольника Вариньона и лучей вы въ 
результат получимъ, сл, одной стороны сумму заланныхъ силъ, или ей равно- 
значущую, а съ другой—геометрическую сумму двух крайнихъ лучей еп 0. 

“Теперь, только что описанное разложене заданныхь силь, произведем на, 
фиг. 19и. Для этого на одной изъь силъ, напр. 1-0, или на ея продолжеши, 
амберемъ точку; пусть это будеть тачка /. Проведя черевт, точку / лиши Ги 
Л: соотвЪтственнс параллельныя лучамь Ги 1» откладываемь оть точки Х 
отрёзки /* и Лю пропорщональные слагающимь а0 и ВО. СлЬдозательно от- 
рЪэки /е иЛя, спабженные стр®лками, будуть слагающими силы 1-ой, т. е. сил 
иди в. Продолживъ линйо 11’, параллельную 21 до пересфчешя съ силою 2, 
или ея иродолжешемь, получимъ точку у, у которой произведемь разлолне 
слёдующей изъ заданныхь силъ, т, е. 2-ой, на ея саставляющя 60 и 00. Отр%- 
зокъ у», параллельный 50 и ей пропордюнальный, по построению, сольется ст 
лишей Ги и будетъ равен силЪ Ли, а отрёзокъ ур пропорщюналень лучу 0 
и ему париллелень. Обозначиеъ течене силь стр®лками, продолжасмъ построс- 
зе дазлве, для чего продолжаемъ линно 72 до пересфченя въ точкб д съ на- 
правлешемь силы 3. Поступивъ въ точкЪ # подобно предыдущему, произведем, 
разложеше силы 3. Точно также найдя точку в, произведем разложеше и 
силы 4, Итакь дВйстве заданныхъ силъ 1, 2, Зи 4 мы замБиили дЪйствемт, 
ихъ слагающихь 2/, Ия, он, ур, йт, йв, КРИ Ёч. Разсматривая фиг. 19, мы легко 
замфтимь, что силы Уи и фи, какъ равныя и текущя по одной прямой въ про- 
тивоположныя стороны, взаимно уничтожатся; тотно также не произведут“ 


С. Бобропекй. 2 
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измбнены въ состояни тФла и силы при 1, #8 и 2 и, такимт, образомть, ил. 
всей совокупности снль, останутся лишь дв® крайня силы Ге и #и, сложить 
которыя уже ве представит, затруднешя. ПродолжизЪ ихъ до взаимнаго пере- 
сЪченя, получимз, точку, черезъ которую должна пройти, найденпая уже въ 
многоугольник, сил по величинЪ, направлений и теченю равнодфйствую- 
щая А. 

Если бы въ точкахь Ни устроить закр®пленя сторон 1’и 1", кото- 
рыя, вмфстВ со сторонами И’ 11" и ТУ! сдЪлать изъ стержией, соединенных 
въ точкахь Л д, й ий шарнирами, то при двйстыи заданиыхи сил 1, 2, Зи 4, 
многоугольникь Г ТР’ ПГ ТУ, К’ не измфниль бы своей формы, д вт, от- 
дБльныхь сго стериняхь появились бы силы «0, 69, с0, 40 и е0. Воть этот 
то многоугольникъ 1' Ш’ ПТ’ ТУ! И! и называется веревочнымт, много- 
угольникомъ. Бели-бы измЪнить течеше всфхт, заданныхь силь иа обрат- 
ное, то очевидно форма многоугольника 1’ Т7’ ТГ?’ ГИ' У! не измВнилась бы 
лишь въ томъ случаЗ, еслибы сго стороны были образованы изъ эжесткихь 
стержней. Вотъ почему название веревочный многоугольникъ замВняють иногда 
названиями шарнирный, или стержневой миогоугольникъ, 

Итакъ, для сложешя силъ помощью веревочнаго многоугольника необхо- 
димо поступить слфдующимъ образомъ: строятъ многоугольникъ силъ, и вы- 
бравъ произвольный полюсъ, проводять лучи во всВ вершины этого миого- 
угольника. Взявъ произвольную точку на силф, проводят, изъ нея лин, 
параллельную соотвётственному лучу, до пересбЪченй съ соотвЪгствуюнцей 
силой мли съ ся продолженемз. Изъ этой точки проводят слЗлующй бокъ 
воревочнаго многоугольника, ‘г. в, линНю паралнельную соотв тствующему лучу, 
до пересфченя съ сосфщней силой, или ея продолжешемъ. Посл построеня 
нверевочнаго многоугольника, продолжают его крайне бока до взаимнага пере- 
сВчены. Черезъ эту точку проводять лин параллельную и равную замыкаю- 
щей сторонф многоугольника силъ. Этл лия и представить собою равнодЪй- 
ствующую данныхъ силъ по положен! ю. 

Переходя къ сложеню параллельныхь силь помощью веренопнаго 
многоугольника, слбдуеть замфтить, что для доказательства, приводимаго ниже 
построемя, астается позтарить 
все, что было сказано выше для 
общага случая. 


т Пусть дапы четыре силы 1, 

2, Зи 4. Фиг, 20. Очевинию, что 

р многоугольник силъ вт, ЭТОМ 

т случа сливается в, одпу прямую. 
Для уясиыйя его построен, сла- 

у тгающуи силы указали рядомть 


Выбрав полюст {,, лучи кт кон- 
цамь силъ проводим вЪ порядк 
слфдовийя  этихъ послвдних“ 
Затьмь проводимт», черезь произ- 
вольную точку, изятую на напра- 
влеми одной изъ силь—бока версвочнаго многоугольника, паралленьные сооть 
ственнымъ лучамъ; пересЪчене направлен крайпихт, боковъ опредфлитт точк 
черезъ которую пройдетъ равнодЪйствующая. 

Моментъ параллельныхъ силъ относительно данной точки, Посмот- 
римъ какимъ образомъ опредвлить моментъ параллельныхл, снлъ относительно 
точки въ томъ случа, когда у насъ имВется веревочный многоугольцикъ, 
Возьмемъ сначала одну силу № и опредфлимъ ея моменту, отиосительно про- 


«фиг. 20. 
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ИЗВОЛЬНОЙ ТОЧКИ м, фиг. 21. Очевидно, что моментъ этотъ будетъ дЁ == №4. 
тдЪ 4 перпендикулярт, опущенный изъ точки ш на направлеше силы 2. 
Построивъ многоугольникъ силъ и выбразъ за полюсное разстоян{е 
произвольную величину 4, изъ полюса’ © проводимь лучи а и №, а затбмъ 
стронмъ веревочный многоугольмикт, аб. Черезъ точку ж проведемъ линию янь, 
параллельную направлено данной силы, Очевидно, что момента, данной снлы 
относительно произвольной точки, выбранной на лини ши, будеть величина. 
постоянная, равная моменту 2„ и поэтому достаточно опредфлить моментт, 
силы Р, относительно какой-либо изъ точекь, лежащихл, па линм и”. Возн- 
мемь моментт, силы Р относительно точки А, пересфченя бока Ь веревочнаго 
миогоугольника ст, линюю ит, Силу Г замЪиимт, ея составляющими а и Ъ, м0. 
менть которыхъ должеил, рапняться маменту их равнонфиствующей Ё отно- 
сительно той-жи точки. Но момент силы /, относительно точки ® ранень нулю, 
ибо сила Ь проходить черезъ эту точку, и сл6довательно остается разсмотрьть, 
моментъ составляющей а. Перенеся ее по направленю ся дфИстыя въ точку /, 
пересбченя этого направлен съ линюю жа и разложивъ па составлЯюЩИя И, 
перпендикулярчую къ шин Т, совпадающею съ лия, найдемъ, что моменту 
силы Г относительно точки Ё равенъ 0, ибо она проходить через, А, а мо- 
менть силы Е будеть 27 =: Ми. Разсматривая силы Ы, ви Г при точ ги 
силы, обозначенныя тФмизже буквами пря полюсЪ О, легко видЪтЬ, что онь 
соотв тственно т-же. Такимъ образом мо- 
менть 24 замвнится иоментомъ Ау, или 


М, == ВЫ, 


т. е. моментъ данной силы отно- 
сительно любой точки равенъ про- 
изведен ю изт полюснаса раастоя- у 
ня ваотр®зокъ, ЗзаАкЛЮЧЕННЫЙ 
между точками пересънен:я про- 
долженныхь соотватстпующих 
данной силЪ боковъ веревочнаго 
многоугольника съ прямою, нарал- 
лельною данной синфи прохо- 
дящею черезу центръ момента. 
Рели-бы мы имфли не одну, а нВсколько паранлёльныхь силъь, на основанёт 
независимости дЪйствя каждой силы, паписали-бы 14 == Я ин узи. НН, 
гдВ р; соотвбтствуюне отрЪзки, отсФкасные линею пардллельною даннымь 
силам, и продолженными боками веревочнаго многоугельника. Такт, моменть 
суммы силъ 1, 2, Зи 4, относительно точки зв, будеть (т. 


«риг. 21. 


Ви 


м Е, Ви аи т — Ни, 


тд» у отр®зокъ. отсвкаемый лийю ин и продолженными крайними боками 
веревочнаго многоугольника. Послбднее уравнене распространяет теорему, 
доказанную для одной силы, на произвольное число параляельнихь силъ 


ву, (23) 


_х 
=хн 


т. в. момент параллельныхъ силъ, относительно произ- 

вольной точки плоскости силъ, равенъ произведен! ю изъ 

полюснаго разстояния на отр зокъ ординаты, проходящ!# 

через данную точку, и параллельный даннымъ снламъ, от- 
2* 


20 ВЕРЕВОЧНЫЙ МНОГОУГОЛЬНИКЪ. 


сЪкаемый крайними боками веревочнаго многоугольника 
соотв В тствую щаго данным силанъ, 

Если силы не параллельны, та замфняя любую группу ихъ равнодВйствук,- 
щей, найдемъ моменть, какъ указано для одной силы, а припоминая, что ко- 
ментъ, равнодзйствующей равенъ суму моментовъ составляющихть, пайдемть 
стало быть моментЪ для любого числа или любой группы силъ. 


Многоугольникъ равнолЪйствующихъ. При построенши версвочнаго мно- 
тоугольника, до сихъ поръ каждый разъ оговаривалось, что полюсъ © выбран, 
произвольно. Возьмемъ, какъ частный случай, полюсъ О въ начал® первой 
силы. Тогда первый лучъ обратится въ нуль, второй лучъ паправится по сил 
1-ой, трейй по равнодвиствующей силь Ти 2, четвертый по равнодЪИствую- 
щей 1, 2иЗ и наконець послфлшй будеть полною разнод®йствующей всхъ 


р 


Фиг. 23. 


силь--Й. Покажем на частномь прим рВ построеше многоугольника равно- 
дЪйствующихь. 

Положим имфемъ часть свода, зыдфленную изъ него двумя вертикаль- 
ными параллельными плоскостями, периуидикулярными производящей. 

Разсмотримъ одну, наприм®ръ, л5вую часть полусвода, состоящую, иоло- 
жимъ, изъ четырехъ клиньевъ. На нее дфИствуютъ вертикальлья силы-—вЪеа. 
клиньевъ, приложенныя къ каждому изъ нихъ въ нФкоторой точк® назыв. 
центромъ тяжести, т, е, силы 1 и 2, Зи 4 и горизонтальная сила 41, являю- 
щаяся слёдстыемь дЪйствя праваго лолусвода на л®вый. ° 
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Построивъ многоугольникъь сииъ, выберемь полюсь въ началЪ первой 
сил, т. е. сила Н будстъ полюснымъ разстоящемъ, которое изобразить, такъ 
называемый, распоръ свода, Выбравь въ предвлахъ вертикальнаго ребра. 
<вода точку и проведя черезъ неё веревочный многоугольникъ, получимъ много- 
угольникъ равнод®йствующихь. Каждая изъ сторонъ этаго многоугольника 
прелставляеть собою давлене, развивающееся между отдфльнымм клиньями 
свода, поэтому такой веревочный многоугольник называется миогоугольни- 
комъ давлешй. Последняя изъ сторонь этого многоугольника равнод®йствую- 
щихь, т.е. въ данном случа сторона Г, представить общую равнодЪИстнуки- 
ную вфса всего свода и боковаго распора, т. с. цавлеше на опору. 


8. Параллелонипедъ силъ, 


Просгьйшй случай сложены силъ въ пространств будеть сложене трехъ 
хилъ, не лежащих, въ одной плоскости и пересвкающихся уь одной точкЪ. 
Сложение силъ можетть быть произведено графически и аналитилески. Ви, пер- 
вом случаб получимь миогоугольникь силъ въ пространств®, во втором 
параллелопипещь сил, Многоугольникь силъ въ пространств строится по 
правиламъ совершенно такимъ же, какъ и на плоскости и отличе въ немъ бу- 
детъ то, что отдфльныя сторовы многоугольника будуть лежать въ различ- 
ныхь плоскостяхъ, 

Для анапитическаго рёшешя вопроса проще всёго привести задачу къ слу- 
чаю силь на плоскости. Пусть даны три силы Х, Уи #, фиг. 24, КЪйствую- 
ЦИЯ на точку О и составляюция между собою произвольные углы. Проведем 
плоскость черезъ дз изъ нихь, напр. черезъ силы Хи У. Тогда въ плос- 
кость ОЙА!/ имъемъ параллелограммъ силъ Хи У; равнод®иствующая ихъ А, 
будет» Магональ 04. Черезъ эту даговаль и третью силу # проводимъ дру- 
тую плоскость ОЛВО, въ которой имЪемт, параллелограммъ силу Ви &— 
АВС щагональ котораго ОН и будеть общею раянодЪйствующею й трехъ за- 
данныхь силь Х, Уи 2 

Правило сложен силъ въ пространств помощью параллелопипеда силт, 
обыкновенно примбняется въ случаВ трехъ взаимно перпендикулярныхъ сил\, 
фиг, 25, Въ этомъ случа аналитическая зависимость между элементами силъ 
выразится такт», 


ХЕНека; У= 


8.0535 И: Ноя (24) 


Принявъ во виимаше, что 
сохй 2 +4 сов? 9 1. 04 =: 1, 
иолучимь 


вже 


Формула эта служитъ для опредленя лели- 
чины равнодЪиствующей  потремъ  данныйъ 
взаимно перпендикулярнымъ составляющимъ, или 
обратно для разложешя равнодёйствующей по 
тремъ взаимно перпендикулярнымь направле- 
нымъ, При этомъ очевидно, что каждая соста- 
вляющая можеть представлять собою сумму фиг, 4. 
проекщи на ся направлеше произвольнаго числа 
пересВкающихся въ одной точк» силъ. Для опре- 
дбленя направлен!я равнод®йствующей т. е., угловъ между равнод®й ствующей 
и составляющими, слЗдуетъ подставить значене А въ выраж. (24), Такимъ 
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пересбкающихся въ одной точкв 


образомь для сяоженя силу, въ пространств 
имфемь выражен 


Хх, ое сву= А. '25) 


Из, этихь выражешй слёдуеть, ито три силы, дЪйствующЕя въ одной 
точкВ и не лежащы въ одной плоскости всегда ибють равнодвйствующую, 
которая только тогда можеть быть рявна нулю; когда кажция изу трехт, силъ 
Х, Увй равна нулю. 

Или тожа: три силы нележащуя въ одной плоскоети не мо- 
тутъ быть вт, равнов В с{и. 

Равнод Иствующую # можно предета- 
вить въ сиАВ геометрической суммы со- 
ставляющихъ, какъ это было замфчено при 
построени параллелограмма силъ. Д®йствительно, 
влянь проекцно ® на произволыюе направлене и 
обозначивъ 


В = Вей 
и углы, образуемые составляющими Х, Хи съ 


вяятымь направлешемь черезь я, З и р нпри 
поминая что 


«фиг, 25. саб 2 д. сз а, + 608 В. вок В. Г сокр. вых 


посл остановки ЗМВСТО 6059, 6088 и кт ихь 
значенй, найденныхь изъ выр. (25), напишем: 


В= Хх, (25) 


х 


Хева, УзУс а, АЙ; 

т.е проекции равнодВИствующей на произвольное напра- 
влен!е равня сумм % проекций составляющихъ на то же напра- 
влен!е. Такъ какь всякую систему силъ мы можемъ разложить на соста: 
вляющя по тремъ взаимно перпендикулярнымь направлешямь и найти суммы 
проекц!и этихъ составляющихь по выр. (25), то равенство (26) иметь 
мЫсто для какой угодно системы силъ, Посибдиее можно доказать подобно 
тому какъ сдблано въ № 2. Позтоыу всегда можемь налисать, ито 


Рону У В; ик 427} 


ТАБ ФР, есть нфкоторая слагающая, образующая съ нзятымь напривленемь 
утолъ 9 

Сь другой стороны, отъ проектирозаня многоугольника сил въ простран< 
ств® на произвольную нлоскость, мы также найдемъ, что проекщя 
раннодЪйствующей всегда будет замыкающей многоугольникъ проекшей со- 
ставляющихЪъ на ту же плоскость, почему выражение (27) справедливо и для 
проекщи равнодфйствующей и составляющихь на произвольную плоскость. . 
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9. Моменты силъ относительно осей. 


Въ пространстьв моменты силь опредфляются относительно осей 

Моментому сины относнтельно аси называется произве- 
денте нзъ величины проекцуи силы па плоскость, перлендн- 
кулярную къ даиной оси, на раз- 
стоянте этой проекцти до оси, т. 
до точки пересфчешя этой плоскости съ 
данною осью, 

Нагляднве всего можно получить пред- 
ставлене о моментахъ. сил, пользуясь 
геометрическим ихь изображенемъ, фиг. 
26. Моментомъ силы № относительно точки 
О будетъ удвоенная площадь треугольника. 
‚аи, Если черезъ точку О провести линию 
1, которую назовемъ осью — перпенди 
кулярно къ плоскости треугольника АВО, 
то моментомъ силы Р относительно оси И 
будете 


м. Ри, Фиг. 26. 


тдЪ 5 есть величина площади треугольника -(В 0, т. е. та же величина, зто и 
моментъ силы Р относительно точки 0. Если ще черезъь точку О провести ось 
произвольнымь образомт, т. е. подъ првизвольнымъ угломъ къ плоскости 4ВО, 
напр. если возьмемь ивкоторую обь 11, то моментомт, силы 1 относительно 
этой оси будетт, не величина 25, а 23, гд® 5; есть проекщя площади 5 на н%- 
которую плоскость № перпендикулярвую къ оси ПА, т. в, 5, =: Мебя а, гдВ а 
есть уголъ, образуемый силою Г’ съ плоскостью Л; поэтому будет 


Ми 25 = Реозы . 4. 


Очевидно что если ось 11 лежитъ въ плоскости Г, перпендикулярной кЪ пио- 
скости Н, то уголь 4 есть также уголь нежду осями И и 11. 

Теорема: Моментъ равнод % Иствующей произвольно напра’ 
вленныхъ силЪ въ пространств, относительно любой оси, 
равенъ сумы моментовь составляющихт отиосительно 
той же оси. 

ДЪиствительно, суммы моментовт, составляющихь ® произвольныхъ сияЪ 


нмоть такой вид: 
У = У! Вова, 1, 


гАВ а; есть уголь, образуемой нЪЗкоторой 2-той силою съ плоскостью перпен- 
дикулярной къ оси Ги @, разстояще проекщи силы 2; до точки перес®ченя 
оси { сь этою плоскостью; но въ предыдущемь параграф? доказано, что 


У Р.вова, = Вона, 
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тдЬ Н равнодъйствующая данной совокупности силъ по величин и 2 уголу, 
составляемый ею съ плоскостью проскшй составляющихь силъ, т. е. ‘съ пло 
скостью периенцикулярною къ оси 2. Значит сила П св* & есть равмодВй- 
ствующая совокупности и силь 2; (0 04 лежащихь въ плоскости. Мо 
менть этой равнодЪйствующей 
силы относительно аси 7 будет 
В с05 &.1, ГАЪ Ф есть раэстояние 
проекщи силы В, т, в. силы 
вок @ до точки пересфченя оси 
# съ плоскостью перпенлику- 
лярною этой оси; для плоскости 
же доказано, что момент" равно. 
д\йствующей  равенъ сумм% 
моментовъ составляющихь, т, 


е. имфемъ: 
У! 


Обозначинъ момент ривно- 
АБИствующй черезь М, тогда 
можно ивписать 


\ м; (28) 


р 


В азаа ия жи. 


Фиг, 27. м — 


т. © теорема доказана, Вь частномт, случаз, если силы параллельны, 
то всф углы я между собою равны и потому предпосл®днее равенство молио 
сократить на 008 а. 

Выраженемъ (28) пользуются обыкновенно для опредзлешя точки прило- 
жены равнодЪйстнующей, по даннымъ величинам и точкамт, приложашя со- 
ставляющихь и величин равнодЪйствующей. Поэтому прежде всего веобхо- 
димо найти величину разиодйствующей, если оиа существует, и опре- 
дёлить призиаки. по которымъ можно было-бы сузить приводятся ли силы кь 
одной равнодйствующей, 


10. Пары силъ въ пространств. 


Снож: енте наръ въ перис $ каю щихся плоскостях\, произво- 
дится слфлующимт, образом: Дв пары, находящ:яся въ двухт пе 
ресбкающихся плоскостяхъ, замф няются всегда одною рав- 
нод Иствую щею парою, моментъ и плоскость дВйствуя ко- 
торой опредфлятся, если въ плоскостяхь дЪйствЕя дан- 
ныхъ паръ черезъ произвольную точку лин! ихъ перес®чентя 
провести лин! и перпендикулярныя этому перес  ченёю, про- 
порщональныя моментамь соотв тственныхь составляю- 
щихъ паръ и на этихъ лин! яхъ постронть параллелограмм 
Д!агональ этого пардллелограима будетъ пропорциональна 
моменту равнод® Иствующей пары и лежитф вт, плоскости 
ея дЪйствуя. 

При этомъ построен параллелограмма надлежитъ произвести въ том 
двугранномъ углЪ, въ которомъ при совищени его граней составляюнИя пары 
показали бы вращеше въ одну и ту же сторону, 
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Положимъ, въ плоскостяхь Ги №. или имъ параллельныхъ, ДЪйствують 
иБкоторыя пары силъ, По правиламь сложены паръ въ плоскостяхъ, перемв- 
стимъ пары въ плоскости Хи М и сложимъ ихъ, Пусть совокунность паръ, 
дВИствующихь въ плоскости 7, выразилась парою ст, моментомь У 24, я со- 
вокупность паръ, дйствующихь въ плоскости № — парою силъ съ момен- 


том. У, 94. 


Преобразуемт, эти пары сил въ пары, ичЪющя равныя плечи. Пусть но- 
зыя плечи паръ будуть у, п силы пар въ 
плоскости Т назовем, черезь №, п въ 
ЯЛоскости № черезъ П.. т. г. полажимя 


„= У Ув 


Перемфстимь каждую нат» равнодЪй- 
<ствующихь паръ такимъ образомъ, чтобы 
плечи ихъ г совпали съ лишей перссЪченьг 
плоскостей Ри М и при томъ точку 1, 
совыфстимь съ точкою Ан ВЪ ток А и 
точки В, и В; въ одну точку В. Въ каждой 
изъ точек «Си Й получимъ по да№ силы, 
дежацщия вт, одной плоскости; плоскости атн 
будуть перпендикулярны лини перес5ченйт 
плоскостей Фи М и параллельны другъ другу. Кажцая изъ совокупностей 
снль Я, и В, иметь равнодЪйствующую М. Легко доказать, что силы №, при- 
ложенныя въ точках & н 2 параллельны. равны и текутъ въ противоположе 
ныя стороны и сиФдовательно образуютт, пару силъ П». Величина и направле- 
не силы ® опредблятся выражеными, выведенными для равнодфйствующей 
двухъ пересвкающихся силл, (2), Моменты этихъ трехъ парт (двухт, составляю- 
щихь и равкодЪйствующей» какь пибющихт, равный плечи будуть пропорцю- 
нальны отрЪзкамь В, В н И, ивображающимъ силы паръ, и плоскость оан- 
нонфиствующей пары пройдетл, через, дагонали В и черезь линю ›2В пере- 
сьчены плоскостей «и /. 

Для полноты доклзательствя поступиму, еще инаме. Фиг. 29. Совокупно- 
сти парь У, Рё, дЪйствующихь въ плоскости № и паръ У! @#, ЕБИствующихь 
въ плоскости 2, замбиимъ новыми, имфющими равныя между собою и проия 
вольно выбранныя силы, напр. й. Такы превращеня слфласиъ, пользунсь р: 
венствами моменторъ паръ задаиныхь и превраценныхь. Пусть плечи зтихъ 
новыху, паръ, будуть въ плоскости Г -- #, и въ плоскости № — 4, Перенесемь 
каждую изъ новыхт, паръ такъ, чтобы айниъ конецт плеча каждой изь них 
находился въ точкв () и чтобы одио плечь направилось по лиши 0, пред- 
ставляющей пересВчеше плоскости 2 плоскостью ей перпендикулярною /, а 
другое по Оу, ливи пересфченя плоскости 7, съ другою плоскостью №. Напра- 
правленя О и Оу псегда можетъ подобрать такое, что в точк® О силы каж- 
дой изъ полученныхь паръ Ё будуть имФть одно и то же тёчене. На плечахь 
Ч, ий, какъ на сторонахъ постромъ параллелограммъ, пагональ котораго 
пусть будеть 7. Пару В, перенесем» параллельно самой ‹еб% такъ. чтобы 
плечо №» совпало съ линей А, 4 и точка О попала въ точку А. Тогда въ 
тачкв А будуть приложены дв® противоположныя силы В, дВйстые которых 
уничтожится. Изъ всей совокупности силъ, дйствовавшихь въ плоскостях 
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Ти Х, останутся дв силы А, Одна изу нихъ приложена въ тонк® ©, а дру. 
гая въ точкЬ 4. 065 он% равны между собою, перпендикулярны лини (24, 
а течене ихъ взаимно противоположно, сл®довательно он образуют пару 
сь новымъ моментомъ Й». Величина плеча г н 
эго направлене опредблятся выражешями (3). 
Мименты этихъ трехъ паръ, имфющихъ равныя 
силы — пронорщональны плепамъ, т, е. лимямъ 
ОЛ ОА и 4-1 и плоскость равнодВйствующей 
пары пройдетъ черелъь отр%зокъ 0- -- замы- 
кающЕй треугольникь построенный на отр®зкахъ 
Оли А, и черезь линфо пересфченя плоскостей 
заланныхь паръ. 

Итакъ, какъ при первомт», гакь и ири втором 
построешяхь— къ линимь лересЪчен плоскостей 
пар» въ произвольныхь точках возставлялись 
вт, плоскостяхь паръ перпендикулиры, пропорцю- 
нальные момелтамь соотвЪгствующихь паръ и 
дагональ параллелограмма, построеннаго на этихъ 
зкахъ была пропорцюнальна моменту пары, 

замфнившей совокупность паръ заданныхь и 
лежала въ плоскости этой равнодфйствующей пары. | 

Остается замфтить, что направлене кажущагося вращеня пары опрё 
ляется т\фмь, что равнодЪйствующая пара, посл совмфщешя граней двугран- 
наго угла, образуемаго составляющими парами и разсфкаемаго плоскостью 
равнодвйствующей пары, волжна имфть кажущееся пращене, совладающее съ 
кажущимся вращещемь паръ составяяюдих. 

Влумываясь въ изложенные способы сложенфя пару, можно замутить, что 
моментъ равнодфйствующей пары, такъ сказать, происходить изъ момента. 
паръ составляющихъ соверщеннно подобно тому, какъ равнодйствующая силъь 
происходить изъ вя составяяющих- 

Ня основанм приведенной теоремы, передъ сложешемь паръ—ихъ замЪ- 
няють векторами, въ видВ отрьзковъ по неличинв пропорцюнальныхь мамен- 
тамъ соотафтственныхь паръ и перпендикулярныхуь каждый плоскости 
своей пары; векторъ снабжаютъ стрлкою, течеше которой опредблястл, условно 
лу или иную сторону кажущигося вращешя пары, При такихъ условхъ век- 
‘тора опред®ляють всВ три элемента пары (моментл» плоскость дбйствЯ н сто- 
рону вращемя) и сложеше паръь сводится къ сложеню силь. 


Фиг. 29. 


11. Сложеше силъ въ пространств 


Пусть нзкоторое тЪло подвержено ДВИСТВТЮ в силъ, произвольной вели- 
чины, направленя и теченя. Выберемт, любую точку © въ самомь т®лВ или 
зн его, если только она неизмённо съ нимъ, связана. Къ этой тонк® прило- 
жимъ силы параллельныя и равный даннымъ—каждую по два раза, при этом 
одинъ разъ течене этихь силъ возьметь тякое-же какъ и заданныхл, а дру- 
гой разъ ему противоположное. Очевидно, что эта совокупноЕть силь прило“ 
женныхь въ точкф 0 не измёнить состоямя тВла, такь какъ въ неизманяе- 
мой систем, противоположныя силы взаимно уравновшивиются. Разсмотримь 
изъ всвхь этихъ силъ как пибудь дьф силы 2%’ и Фу", по величинВ равныя 
и текущя въ противоположныя сторовы, Изъ точки О опустимъ перпендику- 
эяръ на направлеще заданной силы Рь, равной по величин® силамь Вии В. 
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Дъйстше силь Рь Ри Ш,» ва тЪло 4 сводится кь дЪйствю паря силь 0), 
Ру и силы Ь,”, приложенной къ точкё 0. Соверченно подобное же произошло 
и съ прочими силами. Такимъ образомт, заданная совокупность и сил, при- 
ложенныхт къ разнымъ точкамъ тЪла замбнилась такимъ-же числомъ силъ, 
приложенных къ точкЬ О и такимъзке числомь паръ силь, плечами кол 
рыхъ будуть разстояны выбранной точки 0 до плиравлешй соотибтетвующихь, 
силь. Всф силы, приложенныя кл, ток 0 замбнимт. ихъ равиодфйствующею 2, 
а всЪ пары сложимт, въ одну равнод$йствующую пару 22 Тд%-бы мы ни вы- 
брани точку О величина, направлен и течене силы № остались-бы тф-же, 
такъ какъь величина, направлен:е и тенен!е равиодфйствую- 
щей зависить отъ величины, нанравлентя н течентя состав- 
ляющихть (стр. 58 и 59, а исб ати элементы. при изложениомь построени 
не измвняются оть перем6ны точки 0. Что каслется момента равиодйствую- 
щей пары, то послёАНИ будеть вообще гонеря сч, перемЪщенйемл, точки 0) 
каждый разъ измБняться. 

Итакл,. система произвольныхт силь приводится къ одной снл®, проходя- 
‚щей черезъ произвольную точку и къ одной пар, Въ общемр случаВ сила и 
пара будутт, лежать въ различныхь пласкостяхъ, такъ как положене пло- 
<кости пары зависить отъ выбора 0, которая произвольна. Очевидно что пара 
и сила не дежащя въ одной плоскости, могут», быть при желани приведены 
еще къ меньшему числу—къ двумъ силамь, лежащимь въ различныхь плоско- 
стяхъ, ДФйствительно, направлеше силы всегда пересвчеть плоскость пары, а 
пару можно перемфстить въ плоскости въ любое м%сто, а потому, напр. на 
фиг. 31— одву изъ зиль 2, лары съ моментомъ Р./, можно сложить сл, си- 


„7% 


& > 


Фиг. 30. «фиг. 31. 


лой @. Полученная равно цЪиствующая не будет, негать вт, плоскости пары, 

Вт, частномъ случа% равнодЪйствующая сила Й и равнодфйствующая пара. 
пара 11 могутъ получиться и въ одной плоскости и тогда пара и сила могутъ 
быть замбнены одкою равнодЪИствующею силою. 


12. Аналитичесйя усломя равнов% с1я. 


Для равновЪс!я т®ла необходимо и достаточно, чтобы 
и равнод 5 йствующая сила и равнод% Иствующая пара силъ, 
дВиствующихъ на тЪло, каждая равнялись пулю, или 
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гд® # равнодфиствующая всЗхъ силь, а М моментъ равнодЬйствующей парь- 
Разсмотримъ аналитичесия усломя этому удовлетворяющие, 
Пусть на нфкоторое твла двйствуеть лобос число произвольныхь сил. 
Выберемь н®которую точку О въ самомь тЪл®, или съ ним неизыЪфнно свя- 
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эанную, за начало прямоугольныхь координать Х, У, #. ВСВ преобразованы 
и разсуждешя, отиесенимя къ этой сид необходимо распрострапять на Е 
силы, Для ясности же, на чертеж произведены построен, относяшяся кт 
нфкоторой одной сил. Пусти это будеть сила Р, приложенная въ точк® д, 
Фиг. 32. Разложимъ се ил составляющия, параллельныя осямт координатъ; 
это будуть свлы 


р, воза; 
УР, 95 В 
ХР; 08 1 


тАЪ Ан У» В, проекщи силы 2; на каправлете осей координат, а 2;, 9; ть 
углы, образуемые силой съ этими осями. 

Знакъ у лФвой части выражений опредзлится знаками косинусовъ углопъ, 
образуемыхт, даННЫМИ силами съ направлешями осей координатъ. 


Фиг, 32. 


Кь точкв (©), началу координать, приложимт, силы, равных и ппраллельныя 
этимъ составляющимъ, а также и имъ противоположныя. Велфдетве этого с0- 
ставляющЯ Х; Ури &, приложенныя въ точкВ Я, замВнятся такими-ие со- 
ставляющими, приложенными въ точк® О и кромб того тремя парами, кото- 
рыхъ плези будуть перпендикуляры, опущенные изъ начала координать на 
направленя силъ Х; У; и 2,, проходящихь через точку А, т. в. и, Л, #. Раз- 
смотримъ сначала силы, перенесенныя въ точку 0), а затВмь займемся парами, 
происшедиими отъ этого перенесемя. 

Силы. перенесенный въ точку О, могутт, быть сложены въ одну равно- 
'АВИствующую, которая будеть дагональю параллелопипеда, построеннаго на 
этихъ силажь, Для равнов®с!я необходимо, чтобы эта равнод5йствующая была 
равна нулю, а это возможно лишь въ томъ случа\Ъ, когда каждая изл, соста- 
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вляющихь будеть пулемъ (25). Такимь образомъ первое услоше равновЪсйя, 
выраженное первыьгь уравнещемь (33), при дВйстви лишь одной силы 2. обра- 
тится въ Х;=0, У;:=0и #;-=0. Распространивь построеше на веб силы, 


найдемъ, что при дЪйстИи на тЬло совокупности сви, У! 2’, для удовлетворе- 


Ня первому изъ уравненй (33) необходимо, согиасно правилу параллелопипеда, 
{см. урав, 25), чтобы: 


(84) 


Обозначая для краткости нисьма сумму составляющих. по каждой 
изъ осей коорцинать одною буквою, напишемь первое услов!е ракна- 
вс! я силь въ пространств: 


У— {34 


Уравнения эти читаются такт: 

1. Для равновё ся тфла необходимо, чтобы сумма проекщй силъ, на. 
каждую изъ трехъ прямоугольныхъ осей, равнялась нулю. 

Теперь выведемь звписимость, которая должна существовать между па- 
рами. Племи этихт, паръ будуть очевидно разстояня начала координатъ отъ. 
точекъ пересфчешя направлешй составляющихъ силь, проходящихь черезъ 
точку 4, съ плоскостями им, перпендикулярными, Продолживъ силу Х; до пе- 
ресвчены съ плоскостью У0Ё мъ точкз В и соединивт, эту точку съ началомль 
координатъ, получимъ плечо # -= 08. Подобнымъ же образомъ получимъ плечи 
дих, для силъ Ури 2, продолживъ направлеше силы У; до перссфченя ея 
съ плоскостью ХОХ ви, точкЪ (и направлене силы 2; до перьсВчешя ся ст 
плоскостью УОХ въ точкЪ Р. Пары съ моментами Ха, УЛ и 2" разложимть 
на составляющея, для чего построимь параллелограмыы на дагоналяхь Г. йи 
;. Такъ, пара съ плечомъ 4 разложится на составляющя пары съ плечами 9; 
и 2 причем эти илечи очевидно будуть ничто иное, какъ координаты точки 
«| относительно плоскостей 2ОХ и УОХ; пара съ плечомъ й разложится на 
‹оставляющи пары съ плечами в; и 2; и наконецл, плечо „— на составляющея 
плечи у; и я. "Гакимъ образом пары: 


Хи: | замфнятся по абсонютной 
У; | величинЪ  соотыфтственно 
Хз | черезь; 


Примем за положительныя вращены, совнадающя съ вращененъ часовой 
стрЪлки, для наблюдателя, помЪщеннаго внутри угла ХОХ2 и обращеннаго кл> 
точкВ 0; тогда полученные моменты паръ будуть имфть сл®дующе знаки: 

— Хни + Хи 
Гери — Уи 
- Яд, и — бя. 


30 АНАЛИТИЧЕСКЯЯ УСЛОВИЯ РАВНОВЪСЯ, 


Пары, лежаще вт, однЪхь и т®хъ-же плоскостяхь, иогутЪ быть сложены 
вмЪсгв. По сложени пар, найдемъ тактя выраженя для суммы ихъ моментов 


Прапоминая опредфяен® моментов силъ относительно осей, легко видёть 
что №» ЛР, и М', суть моменты составляющихь силы 7, разложевной || осямть 
координать Х, Ул 2, относительно тфхъ оке осей. ДВйствительно напр. мо- 
менть сины Р, относительыю оси Х—овт» получится ссли спроектировать силу 
2 на плоскость перпендикулярную кт, оси 2 Х т, е. на плоскость ХО У и помно- 
жить эту проекцию па разстояне ея до осн ОХ, Но на основашы теоремы о 
моментах (15), вы®сто проекщи силы 2; на плоскость У0Й можно взять проекция 
составляющих этой проекци на ту же плоскость, каковыми будуть 
силы &; и У;; сумма моментовъ этихъь составляющихл, относитёльно оси 0» 
будеть Ид; -- Уль каковая и равна моменту рапнодЪйствующей Р; относи- 
тельно оси О» т. в. ЛЁ,. Подобно этому — 42, и №. суть моменты силы Р, 
соотвтетвенно относительно осей буи 0г. Раскрывъ эти выраженя, т. е. 
замфнивъ зАЪсь буквы Х, У; и Я, через Река, Р, ваз и Р, сов; и на- 


писавъ подобныя же выраженя для всЪхЪ силъ, получимъ по сложени сосга- 
вляющихь моментов; 


У (м. — Уд 
Хару \У Вы цел бы 
У ыы — хь=У, 2; (#3 603 93, — урна). 


Второе изъ уравнения (33) требуетъ, чтобы моменть равнодвйствующей 
всфхъ паръ, относительно точки 0, равнялся пулю, т. в. М-:0, но это воз- 
можно только тогда, {32} когда будетъ нулемъ каждая изъ суммь моментовт, 
составляющихЪъ паръ, т. е. необходимо-- 


А У (ву, 


=У риь-нии 
— 


мухи (95) 
= | 
и У (Ул: -- Ха 


причемь, для краткости письма, сумкм моментовъ составляющихь парт, лежа- 
щихъ въ каждой изт, плоскостей координатт, или что тоже суммы момен- 
товъ составляющих. силъь, относительно каждой изь осей коор- 
Динатъ, обозначены одною буквою *). 


*} Для составлешя этихь выражений, полезно запомнить слФдующее ира- 
вило; 1) Вы выражене для суммы момептовт,, относительно какой либо изъ трех, 
осей, пойдутъ, какъ больиЛя, такъ и малыя буквы. отличный отъ буквы— 
укаявтеля при 21. 2) Вт каждомъ член входять двф буквы---маленькая и боль- 
шая, всегда различныя, 3) Расположивя, всЪ буквы въ алфавитномт, порядк® 
Хх, у Дм у 2 замёчаемь, что напр. въ выражещи для л/., большая буква 
перваго члена есть слЪдующая за буквой указателя черезъ одну, а малень- 
кая слЪдующая по порядку, т, ©. при укавател у „И-—2-с% надо драть бовь- 
щую букву не У, а 2; маленькая же буква должна быть у, что также слфдуетл, 
изъ 1) и 2). 4) Въ слёдующемъ член® того же выражен я маленькая и большая 
буквы имВють обратния значеня, т, е. въ данном случа онь будеть — 
<0 знакомъ минусъ. 


АНАЯИТИЧЕСКЯ УСЛОНМЯ РАВНОВ®СЯ. 31 


Итдкь, второе услов{е равновёстя выразится так 

И, Для равновф я тЪла необходимо, чтобы сумма моментовъ силъ, 
относительно каждой изъ трехъ прямоугольныхъ осей, равнялась нулю. 

Слфдовательно въ общемт» случаф для равновфем тфла необходимо уди- 
влетворить шести условымы: й 


%Х:=9; 
21 У:-0; {36 
3178; 


Эти выражены называются условными уравненями равнов ВсЁ 


13, Упрощене уравненй равновЪ ся для частныхъ случаевъ, 


Силы пересВкающеся, лежания на плоскости. Напнисмт. шесть услив- 
ныхъ уравнемй равновфе (36). 


к“ 
9, =0= № (Ад: У, 
)2 У д: 


— р 
5) 2, У (Хам, 
ом, У, (Ш Хил 


Бели силы лежат, въ одной плоскости, которую» примемь за плоскость 
ХОУ, то из, написанныхь мести уравненй должны исчезнуть тБ т. в. обра- 
щаются въ нуль тождественно), ко 
тоерыя содержать букву = малое н # 
большое. Поэтому аналитическое 
условеравновв ся силъ, лежащих» въ 
одной плоскостн, выразится слбдую 
щими тремя уравненмми: 


Х=0; У=0; м 


©. 40 
Усвоя эти читаются така 
Для равиовая силъ, лежа- 

щихъ въ одной плоскости 

необходимо: 

1) чтобы сумма проекц!я 
силъ ия каждую нзт, двухЪ 
прямругольныхъ осей, ле- 
жащихь вт плоскости силъ 
равкялась нулю к 

2) чтабы сумма моментов всбхт силъ, относительно 
произвольной точки, взятой в1, плоскости силЪ, равнялась 
нулю. 

Первое изъ этихъ положенй не требуеть дальн®йшихъ разъясненй, что 
касается до второго, то слфдуеть, замётить, что моменть силъ относительна 
оси Ог обратился въ моментъ силъ относительно ея точки пересвченя съ 
плоскостью \ ОУ, т.е, М, -= М,, гд® О произвольная точка плоскости (см. урав. 16), 

Уравненя (44) можно было бы вывести н непосредственно, не пользуясь 
‘уравненями {36}; для чего слбдовало бы выбрать произвольную точку ( въ 


Фиг. 33. 
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плоскости силь за начало коордивать, черезъ эту точку провести двЪ пря- 
моугольныя оси Ох и Оу и затФыъ повторить аесь ходъ разсуждешй прецы- 
дущаго параграфа, | 
Параллельныя силы, Если силы параллельны и лежать въ одной п. 
скости, то стоитъ только выбрать одну изъ осей хоординатъ параллельно дан- 
зымъ силамъ и тогда изъ трехъ только что написанных уравненй (44) оста- 
нутси два. ДЪйствительно напр, пусть ось У будетъ параллельна данны 


силамт, Тогда «:=00” и слёдовАТЕЛЬНО сб = Он ХУ, Рева = 0, т.е 


имбемь условмя равновЪ ся: 


мМ=о, 145} 


з 


ы 


Поэтому 

Дия равновЪоя параллельныхь 
силъ, лежащихь въ одной плос- 
кости необходимо: 

1) чтобы алгебраическая 
сумма всфхъ силъ равнялась 
пулю и 

2} чтобы сумма моментов 
всЪхъ силъ, относительно пра- 

Фиг. 34. извольной точки  илоскостн 
силъ, равнялась нулю. . 

Веревочный многоугольникъ при равновЪ ей. Какъ мы уже знаемь, 
совокупность силъ въ одной плоскости, можетъ имИть своимъ результатом: 

1. Равнод®йствующую силу. 

2, Равнон®йствующую пару. 

3. Случай равновфсь, 

Въ первомъ случа® (№ 7) необходимо, чтобы крайнй стороны веревочнаго 
многоугольника или ихъ продолжешя, между собою пересфкались; второй слу- 
чай имфетъ мВсто, когда они между собою параллельны. Остается разсмотр® ть, 
что будеть нь случаф равновф ся. 

Изъ построены многоугольника силь извЪфстно, что равнодйствующля сн- 
стемы СИЛЪ есть заныкающая сторона многоугольника силъ и имбеть тенеще 
обратное теченио прочихь сторонъ. Если силы находятся въ равновЪсм, ти 
какъ мы знаем первое услове 132), это чтобы равиодфиствующая была 1, 
слёдовательно, замыкающая сторона въ многоугольникЬ силъ, исчезнеть; т, е. 

иногоугольникъ сомкнется, и 
1 стороны будуть всь имйть общее те- 
“ | ченге. Но для равиовЪо я этого педоста- 
3 


точно, такъ какъ то же будетъ и въ случав 

4 2 существован я пары, Весьма наглядно это 

/ видно на фиг. 35, гдВ многоугольник силь 
3 смыкается, но равновЪ {я не существуеть, 

При ностроенм веревочнаго  иного- 

угольника при сомкнутомъ многоугольник® 

силт, фиг. 36 и 37, очевидио послднй 

лучь совпадаетъ съ первымъ, понсму въ веревочномъ многоугольникВ край- 
ня стороны должны быть параллельны. Это и служитъ доказательствомь, 
что силы приводятся къ одной парЪ, Для равновф я же необходимо, чтобы 
пара равнялась нулю (33), что требуетъ, или силь равныхъ нулю, или плеча 
равнаго нулю. Свлы пары, какъ крайшя стороны, при построещи веревочнаго 


-— 
2 


Фиг, 35. 


УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕШИЙ РАВНОВЪСЯ ДЛЯ ЧАСТНЫХЪ СЛУЧАЕВЪ, 33 


мпогоугольника, зависятъ отъ полюснаго разстояня и поэтому всегда не нули, 
слфдовательно плечо должно быть нулемл,, — для чего необходимо, чтобы 
крайнЫ стороны веревочнаго 
многоугольника между с069ю 
совпали, Высказанныя сообра- 
женя легко себ уяснить изъ 
разсмотрёмя фиг. 36 и 37, 
Итакъ условия равнов*- 
стя, ири графическом сло- 
жеши силъ на плоскости, та- 
ковы 

1) Многоугольникь 
силъдолжент быть сом- 
кнутымъ, нь, 36. 

2) Веревочный мно- 
тоугольникъ долженъ быть сожкнутый. 

Этими позожешями и удовлетворяются уравненя  =би М 
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Фиг. 37. 


Параллельныя силы въ пространствЪ. Пусть ось 05 параллельна дан- 
пымъ силам; въ такомъ случаЪ изъ условныхь урапненй останутся т, вт, 
которыхь не имБется буквъ У и Х, Двйствительно углы #=В==90 и ед а=е0х 
3=50, слфдовательно У 2; воз .--Х=0и У 

Это значить, что часть усломй 
равнов®Сй удовлетворяется сама со- 
бою и для равновя тЪла необхо- 
димо лишь удовлетворить уравие- 
ям: 


2=0; и, [о 


или 


и условйя равновфая можно выразить 
такъ: для равноввая силь парал- 
лельныхъи не лежащихь въ 
одной плоскости необходимо: 
1) чтобы алгебраическая 
сунмавсвхь силъ была рав- 
на нулю и Фиг. 38, 
2 чтобы равнялись нулю 
суммы моментовъ всзхъ силъ относительно каждой изъ 
двухъ перес® кающихся осей, перпендикулярныхь даннымь 
силамъ, 
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При этомъ слёдуеть замфтить, что уголъ между осями ох и пу, можеть и 
не быть прямой. Условныя уравнены (46) можно нывести и непосредственно, 
пользуясь тмъ-же способомъ, что и раньше, 

Условя равновф я моментовъ силъ, Какь мы видфли, для равиовьо я 
<иль лежащихь въ одной плоскости, необходимо существоваше условй (33): 


И =0; м 


При этомъ первое усломе выражается двумя уравненями (44), именно 
Х-0и У—0, Такимъ образомъ для ршеня вопроса о равнов®с и силъ на 
илоскости необходимо р®шить три уравненя. Однако вм№сто этихъ уравне 
для составлены которыхъ достаточно выбрать двЪ оси и одну произвольную 
точку въ плоскости, можно р®шить вопросъ о равнов® и, пользуясь тремя 
же уравненями, но вида 2-го. Для этого слФдуетъ выбрать три точки и при- 
нять ихъ за центры моментов, 

Пусть для нкоторой системы силъ получили 44, = 
система цанныхь силъ не можетъ быть замфнена парою, а приводится къ 
одной силф. Точка 1-ая ваята произвольно и для того, чтобы сумма момен- 

товъ данной совокупности силъ была равна нулю 
Зо или, что то-же, быль равенъ нулю моментъ ихъ 
равнодЪйствующей относительно выбранной ‘точ- 


, Это значить, что 


А ки, необходимо чтобы или величина силы В была 

ы 5 > ° нулемъ, или ся плечо относительно взятаго центра 

1 было нулемь, т.е, чтобы она проходила черезть 

Фиг. 39. точку 1. Вопросъ, какъ и сяфдовало ожидать, 

остается неопредзленнымъ. Пусть теперь имфемъ 

И =би М, =0, Разсужная подобно предыдущему, найдемъ, что для удовле- 


‘твореня этимъ двумъ уравнемямъ, или равнодёйствующая должна будетъ 
пройти черезь 06% точки, т. е, 1 и 2, или же она должна быть равна пулю. 


Пусть наконецъ имемъ: 


М, (47) 


гд% тоцки 1, 2и3 не лежать на одной прямой. Для удовлетво+ 
решя этой совокупности, равнод Иствующая В должна быть раяна 
нулю, или проходить черезъ всЪ три точки; послёднее противно условно, А. 
отсюда и слфдуетъ, что наличность уравнешй (47) равносильна и уравнешямт, 
В=0и М0, или уравн. (44). 

Итакъ: 

Для равнов®с!я силъ, лежащихъ въ одной плоскости, 
необходимо и достаточно, чтобы сумма моментов всф ху 
силъ, относительно каждой изъ любыхъ трехъ точектъ, взя- 
тыхъ въ плоскости силъ ине лежащихъ на одной прямой, 
равнялась нулю. 


14, Равновфе несвободныхъ т®лъ. 


До сихъ поръ мы разсматривали условя равноввя тфлъ, переяйыценя 
которыхъ не были ограничены никакими условями, или иначе тВяъ, которыя 
могли перемФщаться по направленямъ каждой изъ иЪйствующихъ на них 
силъ. Вели же твло можеть перемфщаться лишь по направленно н®которыхть 
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изъ дИствующихъ на него силъ, или, какъ говорять, перемфщеня тЗла под- 
зинены опредвленнымъ усломямъ, то такое тВло, называется несвобод- 
нымъ. Условя, ограничивающя движеня тБла, наравнё съ условыми, вызы- 
вающими перемфщешя тЪла, разсматриваютъ какъ силы, присваивая имъ 
назваще силъ, или реакц!й связей, или опоръ Такь какь эти силы 
появляются только вмЪстВ съ появлещемъ силъ, стремящихся переместить 
тфло, какъ слФдстве начала равенства дЪйстИя и опротиводЪйствя, то они 
часто называются пассияными или сопротивлен]ями, въ отличе 
отт, силь ихъ вызывающихь активныхь, или дыйствующихь. Вду- 
мываясь въ условм равно вйя тль, инфющихь связи, ножно замтить, что 
отлище этихъ условй отъ услойй равнов®ая свободныхь тЪлъ можеть 
выразиться сл®лующимъ образомъ. Если тфло свободно, то дяя его равно- 
вЪая, въ общемъ случаЪ, необходимо удовлетворен шести условных урав- 
нений (36); если же тбло несвободно, то иЪкоторья изъ этихь условй удовле- 
творяются сами по себ. Такъ напримфръ, если призматическое т®ло ле- 
жит, въ призматическомь же канал, съ поперечнымъ сёчешемъ равнымъ 
поперечному сВчению тфла, то для равновфся тВла достаточна написать лишь 
одно услоше, выражающее, что сумма проекщй силъ на направлеше оси канала, 
равна нулю, такъ какъ другого движеныя тфло имфть не можеть, т. в, осталь- 
ныя пять условй удовлетворяются сами по себЪ. Съ другой стороны, при- 
б®гая къ поняю о силахь связей, можно было бы написать и всЪ 
шесть условй, изь которыхъ пять были бы уравнен! ями, заключаю- 
ими реакц:и связей Пусть напримбръ, въ другомъ случа, т$ло 
опирается на горизонтальную плоскость одною точкою, Напишемъ ве шесть 
условныхь уравненй (36}; сопротивлещя опоръ (силы связей) найдутся изъ 
условя, выражающаго, что сумма проекцй асфхъ силъ — активныхь и пяс- 
сивныхъ, на вертикальную ось — равна нулю. Остальныя пять условй будуть 
условными уравнеями равновЪся т®ла, опирающагося на плоскость одною 
точкою и выразятъь обычныя услошя равновЪся силъ активных; присутстве 
плоскости не окажеть на НИХЪ вляны, такъ какъ эта плоскость не препят- 
ствуеть тВлу перемщаться по всЪмт, направнейямъ, кромф направлены кор- 
мали и притомъ, въ сторону плоскости. 

Итакъ, для опредблемя равнов5ая тФль несвободныхь, можно поступать 
по общему способу, изложенному въ предыдущемь параграф». Для этого нс- 
обходимо при составлени условныхь уравненй, предположить тфло 
свободным, вводить силы связей, или сопротивленя опоръ, 
въ общ:я уравнен:я равнов®с!я свобобднаго тбла, какъ вишнЯ 
силы, т.е, введя силь реакщи опоръ, предположить тфло свободнымъ 
и составить условя равновЪСя его подъ вмящемъ всфхъ приложен- 
ныхъ къ нему силъ, какъ активныхъ, или дЪйствующихъ, такъ и пас- 
сивныхъ, или силъ сопротизлен!Н. Составленныя такимъ образомъ уравне- 
ня равновЪся могуть служить для опредзлевя неизв$ стныхъ сопро- 
тивлевшй опоръ, если только число такихъ неизвЪстныхь сопротивленй не 
превьниаеть числа составленныхь уравненй. 

При разсмотрьн!и равновЪея несвободныхь тВлъ можно отличать связи 
удерживающЕя и неудерживающЕя. Въ случав связей удерживаю- 
щихъ, тбло будеть закр®плено, т. е. подвергается дФйстию связей при 
всевозможныхъ дЪйств(яхъ на него актизвныхъ силъ, а въ 
слунаЪ неудерживающихтъ связей, оно подвергается дВАств!ю силф связей лишь 
при существован}и опред ®ленныхъ актизвныхъ силъ, Въ 
нервомъ случав тв ло остается несвободнымьь, каковы бы ни были 
активныя силы на него дВйствующЕя; во второмъ — существують ташя актиз- 

з* 
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ныя силы, при которыхъ несвободное тЪло можеть оказаться 
свободным ъ; это происходитъ, напримВръ, въ тёлахь опертыхъ, или при- 
слоненныхъ, или подвзшенныхъ на гибкихъ нитяхъ и т. п. 

Поэтому при составлены условныхъ уравлешй равновЪСя, заключающихь 
въ себв силы, какъ пассивныя, такт и активныя — необходимо приба- 
вить услов} я, вы ражающ:я частныя свойства силъ связей, 


ГЛАВА И. 


Основныя понятия. 


15. Твердое тло. 


Въ теоретической статикъ, при разсмотрёни равновЪя силъ 
предполагается, что он дЪФйствують на неизм®няемыя, т. е. совер- 
шенно жестюя тфла, Въ дЪйствительности физическя тфла, при дВй- 
стаи на нихъ силъ, всегда измЪняются въ большей или меньшей сте- 
пени. Когда измъневя т%ла столь незначительны что перембщеня 
точекъ приложены силь ничтожны, такъ что посиф наступленя рав- 
новЪЫя между внёшними силами и силами, возникающими между ча- 
стицами твла при его деформащи—новому расположению силъ соот- 
вфтствуютъ условя равновЪся силъ ничтожно отличающиеся отъ пер- 
воначальныхъ условЙ равновЪсы, то такя тФла въ сопротивлеви ма- 
тераловъ называются твердыми, въ отличе отъ тёлЪ мяткихъ, сы- 
пучихъ, жидкостей, въ которыхъ перемфщенй частицъ подъ вуямемъ 
внышнихъ силъ, вообще могутъ быть столь значительными, что вну- 
трення силы не всегда могутъ уравновфситься съ вифшними силами, 
безъ замфтнаго измфненя тфла, и стало быть перемфщеня частиць 
столь значительно, что посл уравновъшеня внфшнихъ силъ съ вну- 
тренними, положен!е точекъ приложеня внёшнихЪ силъ, или направ- 
леше этихъ силъ существенно отличаются отъ первоначальнаго своего 
положеня или направлешя. Такъ валр. если взять железный брусокъ, 
оперёть его концы на дв опоры и подв®сить къ нему грузъ, то брусъ 
прогнется до тзхъ поръ, пока величина груза и вызванныхъ этимъ 
грузомъ реак опоры не уравновЪсятся съ внутренними силами между 
частицами бруса. Если увеличить грузъ, то хотя прогибъ бруса и 
увеличится, однако величина реакщи опоры можеть быть найдена 
помощью того же према, какъ еслибы брусъ оставался неизмённымъ. 
Совершенно иное получится если взятый женЪфзный брусокъ замфнить 
гутаперчевымъ. При нодв%шивани груза онъ будетъ такъ деформи- 
роваться, что ме только величина, но и направлен!е реакцй 
опоръ будутъ существенно мЗняться съ измфнещемь величины груза, 
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т. е. усломя равновзая будутъ выражаться при изм$нени величины 
нагрузки различнымъ образом, 

Въ теори сопротивлешя матераловъ подобныя т%ла вообще 10- 
воря не разсматриваются, а изслФдуются тфла твердыя хотя бы въ 
направлени дЪйствующихъ на нихъ внЪшнихъ силъ, 


16. Привципиъ «отвердёня» и способъ сЪченя. 


При примбнени къ физическимъ тфламъ законом» статики не- 
измфняемой системы, примфняютЪъ къ нимъ принципъь отвердён[я, 
по которому данное физическое т$ло мысленно предполагаютъ зам$- 
неннымъ другимъ неизмняемымъ, причемъ силы уравновъшиваюцщияся 
на этомъ воображаемомъ тфлф предполагаются уравновшивающимися 
такимъ же образомъ и на данномъ физическомъ тёл$. Этимъ путемъ 
и находятся пассивныя силы или реакц!и опоръ, возникаю- 
ця отъ дзйствя на тзло силь активныхъ. Когда извЪстны всё 
силы, дБИствующя на конструкци или сооружеше, то вопросъ при- 
м$ёненя къ изслёдованио сооружений статики является исчерпаннымъ 
и дальнфишею задачею и составляющею именно теорйю сопротивленя 
матераловъ, становится вопросъ—каковы внутрення силы, возникаю- 
щя при деформащи т%ла, 

Для отыскашя внутреннихь силъ приходится снова примфнить 
принцить отвердЪЫя уже къ произвольной части т®ла, причемъ эти 
внутреныя силы находятся изъ того соображеня, что въ случа% рав- 
новёс!я всего т%ла, подъ вляшемъ внфшнихъ силъ, должна быть въ 
равновЪс м и всякая часть въ т находящаяся подъ дЪйствемъ 
какъ внЪинихь силъ къ ней приложенныхь, такъ и внутренних 
силъ сцёплешя этой части съ остальною частью т®ла. 

Для этого примфняется слфдующй премъ, называемый мето- 
домъ сбчен!й. Пусть на твяо АВ дъиствуютъ произвольныя силы, 
Пусть, примзнивъ принципъ отвердфыя, т. е. предположивъ т$ло не- 
измённымъ, мы по заданнымъ активнымъ силамъ нашли т% пассив- 
ныя силы, которыя вмфст® сь синами заданными удовлетворяют 
всёмъ условямъ равновЪя т%ла. ПослЪ этого, разсЪкая т®ло н®ко- 
торою поверхностью а, мы мысленно отбросимь одну часть тфла, 
напр. часть обозначенную цифрою |, т. е, лежащую вправо отъ сф- 
ченя. Тогда для сохраненя въ равновЪС и л®вой оставшейся части, 
сохраняя въ силЗ принципъ отвердёныя, мы должны будемъ по поверх- 
ности сфченшя приложить каюя то силы, сплошнымъ образомъ распре- 
дфленныя по с®чено и замЪняющя связь между частицами разсмат- 
риваемой лЪвой части и отброшенной правой. Теперь, когда эти силы 
замнили дЪйсте правой отброшенной части, ихъ можно разсматри- 
вать какъ вниня. ДальнзИшая задача будетъ заключаться въ томъ, 
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чтобы найти по какому закону распредёлены эти силы и какова ихъ 
величина. Задача эта не можеть быть р%шена средствами одной ста- 
тики и необходимо или приняте тёхъ или иныхъ гипотезъ, или про- 
изводство подходящихь опыг- 
ныхъ  изслвдованй.  ДЪйстви- 
тельно; если часть тфла Г нахо- 
дится въ равновЪси, то каковы 
бы ни были внутрення силы рас- 
положенныя по поверхности съ- 
ченя, он должны уравновЪ- 
ситься съ совокупностью всЪхъ Фиг. 40. 
внЪшнихъ силъ, приложенныхъ 
къ этой части тфла. Это усломе даетъ возможность, считая вну- 
треныя силы за составляющия, найти ту статическую совокупность 
равнод®йсгвующихъ силъ, къ которой должны приводиться эти внут- 
ренны- силы. Такъ, напр, если бы силы, дЪйствующя на лЪвую часть 
тБла привелись къ нёкоторой равнодвйствующей А, то изъ условя 
равнов®я этой части слФдуетъ, что внутреныя силы приложенныя 
по поверхности а} должны имЪть равнод®йствующую А, лежащую 
на одной прямой съ В, текущую въ обратную сторону и ей равную 
по величинф. Теперь вопросъ сводится къ отысканйо по равнодЪй- 
ствующей составляющихъ, что очевидно возможно получить матема- 
тически—лиць когда извфстенъ законъ распредфлешя этихъ силъ по 
поверхности сЪченя. Если этоть законъ не можеть быть непосред- 
ственно наблюденъ опытомъ, то онъ устанавливается въ вид гипо- 
тезы, которая обычно подтверждается тЪмЪъ, что слёдстыя изъ нея 
вытекающ соотвётствуютъ опыту. 

Прежде чЪмъ переходить къ сиособу измфреня внутреннихъ силъ 
и кь разсмотрьнло деформащи какъ всего тВла, такъ и разсматри- 
вяемаго сЪченя, необходимо указать на то, что дёйстве внЪшнихъ 
силь на разсматриваемую л®вую (или правую) часть тфла негрудно 
извЪстнымъ образомъ классифицировать, причемь извЪстной ихъ со- 
вокупности будетъ соотв®тствовать и опредбленный зидъ деформа- 
ци, Для ближайшаго разсмотрзня этого вопроса установимъ сл 
дующее. 


17. Различныя деформащи. 


Вь сопротивлений матереловъразсматриваются обыкновенно тзла, 
имъющЯя геометрическую. ось. Условимся сЪченя производить плоско- 
стями перпендикулярными къ оси т$ла, тогда осью его будетъ гео- 
метрическое м$сто центровъ тяжести поперечныхъ сВченй тФла, Изъ 
статики извЪстно что совокупность произвольныхъ силъ въ простран- 
ств всегда можетт, быть въ общемъ случа® приведена къ одной сия 
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и къ одной парЪ. Разсмотримъ различное расположене этихъ эле- 
ментовъ относительно оси разсматриваемато т%ла. Въ общемъ слу- 
чаз сила будетъ наклонна къ оси тёла, а плоскость пары пересв- 
каться осью, но пользуясь разложещемъ силы по налравленио оси 
твла и перпендикулярно къ этой оси, равно и разложенемъ пары. в 
плоскостяхь, заключающей ось и ей перпендикулярной, а равно свой- 
ствомъ перенесейя силы въ любую точку пространства, путемъ до- 
Фавленя соотвВтственной пары, мы очевидно всегда можемъ расчле- 
нить изслздоване слЪдующимЪъ образомъ; 

1. Совокупность силъь дЪйствующихь на лфвую часть тфла 
приводится къ одной силЪ. 

1) Сила д®йствуетъ вдоль оси. 

2) Сила дйствуетъ перпендикулярно къ оси и приложена въ центр® 
тяжести сфчешя *). 

Й, Совокупность силъ, дЪйствующихь на лфвую часть при- 
водится къ одной парЪ. 

3) Пара силь лежитъ въ плоскости, перлендикулярной къ оси. 

4] Пара силъ лежитъ въ плоскости, заключающей ось. 

Всв эти 4 случая соотвфтствуютъ простёйшимъ деформащямъ тфла. 
Если имфютъ м®сто одновременно та или иная комбинашя этихъ 
случаевъ, то явлеше можно трактовать, какъ сложное. Остановимся 
на перечисленныхъ случаяхь подробнфе. 

1} Совокупность силъ приложенныхь къ лёвой части приводится 
къ силф дЪйствующей по оси тёла (фиг. 41). . 

Въ этомъ случа въ зависимости отъ течешя силы № происхо- 
дитъ или растяжене или сжат! т%ла, Первое явлене мы наблюдаем ь 

напр, подвъшивая къ концу 


ф Ф нити, или стержню закрфп- 
ленному другимъ концомъ 
нёкоторый грузъ, второе 

$ #? производя напр, нажимъ на 


кубиктъ, положенный на не- 

Фиг, 41- подвижную планку. фиг. 42. 

2} Совокупность силъ, 

приложенныхь къ лфвой части приводится къ силЪ, лежащей въ 

плоскости сфчешя тёла и проходящей черезъ центръь тяжести этого 
сфченя. 

Въ этомъ случаЪ происходить деформащя сдвига или срзываня 

т®ла по плоскости сЪченя, Подобное явлеШе наблюдается напр. при 

отрывани желЪзной полосы, приклепанной къ другой полосф или 


*) Если сила йе приложена въ сбчени, то вс можно перенести въ это с5- 
ченте прибавляя пару силъ съ моментомъ равнымъ произведено изъ этой силы 
на разстояше ея до этого с®ченя, 
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листу (фиг. 43). При этомъ въ плоскости соприкосновеня листовъ, 
силы приложенныя къ полосв стремятся срзать заклепку. 


Фиг. 42. Фиг. 43. 


3) Совокупность силъ, приложенныхь ‹ъ лЪвой части приводится 
къ парё силъ, дФйствующихь въ плоскости, перпендикулярной къ оси 
т%ла. Такое расположене силъ характеризуетъь собою деформацию 
скручиващя или кручешя, Если напр. къ валу придблать шестерню, 
которую помощью силъ приложенныхъ по касательной къ окружности 
шестерни вращать, ‘то валу, сцфпленный съ другими шестернями, или 
задфланный концомь будеть скручиваться. 


Фиг, 44, Фиг. 45. 


4} Совокупность силь, приложенныхъ къ лфвой части приводится 
къ парф силь, плоскость которой заключаетъ въ себЪ ось даннаго 
т6ла. Въ этомъ случаЪ происходить деформашя изгиба’ фиг. 45. 

Такой случай напр. имфетъ мЪсто если положить брусокъ на двЪ 
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опоры, расположенныя симметрично между его концами и концы бруса 
нагрузить. Тогда брусокь изогнется, причемъ первоначально прямая 
ось обратится зь кривую обращенную въ данномъ случаф вылук- 
лостью кверху. 


78. Напряжеше. 


Для сужденя о прочности тъла необходимо знать интенсивность 
внутреннихъ силъ въ произвольной точк® его, т. в. напр. въ любой 
точк® плоскости сЪченшя. Для этого прежде всего необходимо усло- 
виться въ слособ% измЗренй внутреннихъ усилй. Еслибы существо- 
вало равномфрное распредёлене силь по плоскости сЪчеёя и была, 
на основанм изложеннаго, извзстна равнод®Иствующая Р’ усилй, при- 
ложенныхь къ этой плоскости, то простымъ дфлещемъ силы Р на ве- 
личину площади поперечнаго сфчешя мы бы знали величину усиля р, 
приходящагося на каждую квадратную единицу площади поперечнаго 
сфченя, т, е. 


Когда напряженя распредвлены неравном$рно, то интенсивность. 
усишя въ данной точкё, мы находимъ, если при данной точкЪ вообра- 
зимъ себЪ элементарную площадку А®, причемъ по малости ея при- 
мемъ что величина полнаго усишя АР, приходящагося на эту пло- 
щадку, распредфлена по ней равномфрно. Тогда при убывани вели- 
чины площадки Ах, въ предл, напряжене р въ данной точк® опре- 
дЪлится изъ отношенйя 

АР 


=. 


Итакъ р это есть напряжен{е въ данной точкф площадки А 
и въ свою очередь величина внутренней силы опредзлится произведе- 
немъ изъ напряженя на величину площадки А, т. е. 


АР-=р. 4%. 


Изъ выраженя для р видно что налряжеше выражается въ едини- 
цахъ силы, дёленныхъ на величину площади, т. е. 


‘сила 
(длина)? 


Обыкновенно напряжеше выражается въ килограммахь на квад. 
сантиметръ или на кв. милиметрь и иногда въ тоннахъ на кв. сан- 
тиметръ, (Въ Росби иногда въ пудахъ на кв. дм.). 

Напряженио р, приписываютъ не только величину, но и направле- 
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не, соотвътственно направлено силы АР, дВиствующей на данную 
площадку. Пусть напряжеше р изображено н®которымъ векторомъ са 
при точкё р элементарной площадки А. Направлеше р вообще го- 
воря по отношенм къ площади, заключающей данную площадку мо- 
жетъ быть произвольнымъ, но его всегда мы можемъ разложить на 
направлене об нормальное къ плоскости и ос касательное къ пяоско- 
сти. Тогда векторъ оф выразитъ собою нор- 
мальное напряжен!, которое въ дальнЪй- 
шемъ будетъ изображено буквою с, а векторъ ое 
выразить касательное напряжен{е, обозна- 
чаемое буквою <. На основащи выше сказаннаго 
нормальная сила, ифиствующая на элементъ Ам 
будетъ оАю и касательная сила, дъйствующая на. 
тотъ же элемент <А. — 

Несомнфнный интересь представляетъ уста- 
новить основную связь между перечисленными 
выше деформащями и напряжещями в и т. Для 
этого воспользуемся проведешемь смежныхъ плоскостей и уста- 
новимъ поняте о волокн%, РазсЪкая изслЪдуемое т%ло, какъ ука- 
зано было выше, плоскостью сЪчешя #, мы вмфстф съ тЪмь прове- 
демъ въ элементарномъ разстояни Аз смежную плоскость ви. Въ пре- 
ДЪЛЬ можно вообразить, что плоскость # принадлежить лЪвой, изслЪ- 
дуемой части тЪла, а плоскость ча 
правой отбрасываемой, Къ плоско- Ы 
сти & будутъ приложены силы воз- 4 
дЪйствя правой, отбрасываемой части 
на изслдуемую л$вую, а къ плоско- 
сти ии будутъ приложены силы воз + 
дВйствя лфвой части на правую. Фиг. 47, 
Изъ условя равенства дЪйстья и 
противод8йстыя очевидно, что эти внутренн/я силы между собою равны, 
Геометрическое м®сто точекъ равно удаленныхъ отъ оси т®ла .4В 
называется волокномъ. Если вообразить, что ось волокна предста- 
вляетъ с0б0ю ось призмочки дающей въ свченм съ плоскостями # 
или чы элементарную площадку А, въ качеств основаНя этой 
призмочки, то можно разсматривать внутренныйя силы, дЪйствуюция 
на волокно на площадк® Аю. Поняте о волокн® въ н$®которыхъ 
т%лахъ органическаго происхожденя, напримфръ въ дерев, или при 
извЪстной обработк», наприм6ръ прокаткё—въ желфз® прюбр»таетъ 
реальное физическое значеше. По малости площадки Де, очевидно въ 
предвл» безразлично-разсматривать ли волокно ограниченнымь ци- 
линдрическою поверхностью или плоскими гранями. 

Пусть параллолепипедъ, на черт. 48, въ сфчени съ плоскостью 


фиг. 46. 


44 НАПРЯЖЕНИЕ, 


чертежа есть элементь волокна, выдфленнаго двумя смежными плоско- 
стями на фиг. 48а, 

Если на граняхъ этого элементарнаго параллелепипеда, выдЪлен- 
ныхъ сфчещями {и ви дЪИйствустъ напряженя с и в, какъ указано 
на чертежб, причемъ въ предёлЪ, при безконечномъ убывани парал- 

лелипеда эти напряженя равны между 

@) т * собою, то деформащя очевидно должна 
в заключаться въ удалени между собою 

НЫ граней её — ей, при течейи напряже- 
Я Ги НЙ какъ указано на чертежЪ и въ 
сближени— при обратномъ теченйи на- 
пряжешй. 

Первое будетъ при растяжении, вто- 
рое при сжат, Если будеть извЪ- 
стенъ законъ распредленмя напряже- 
НЙ по всей плоскости сБченя #, та 

Фиг, 48. очевидно тьмъ самымъ будетъ уста- 

новлена относительная деформащя 

плоскостей Ё и аи. 'Гакъ наприм6ръ въ простёйшемъ случаз, если 

принять что напряжеше о распредзлено по сен плоскости НМ равно- 

мфрно, то очевидно общая деформащя будеть заключаться въ томь 

что разстояе 45 между плоскостями & и ии будетъ увеличиваться 

или уменьшаться, такъ что эти плоскости будутъ оставаться взаимно- 
параллельными. 

Для дальнФИшихъ изсяёдованй удобнЪфе разсматривать не абсо- 
лютное удлинен!е или укорачиване волоконъ, а отношен!е этого удли- 
неня или укорочиван!я къ первоначальной длин или такъ наз. отно- 

сительное удлинен!е или отно- 


$ сительное сжат{е. Такъ, если пер- 
| воначальная длина волокна была 4, 
а . це приращение этого волокна А @% то от- 


ось волен 1$ —- носительное удлинене будетъ 


6 © Ч) 
и Теперь предположимъ что на гра- 
Фиг. 49. няхъ и и ей дъйствуютъ касательныя 


напряженйя *, Въ этомъслучав дефор- 

мацы выразится въ смфщени граней 4 и с4, т, е. въ перекашивани 
волокна на н8который уголъ 9, фиг, 49. 

М8рою перекашиваня волоконъ или смёщеня смежныхъ граней 

элементарнаго параллелепипеда обыкнозенно и служить уголъ 0, назы- 

ваемый угломъ сдвига; очевидно что если. разсматривается дефор- 
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мащя весьма малая (что какъ увидимь ниже имъетъ всегда м\®сто въ 
изслфдованяхь теорм сопротивлеНя матераловъ), то уголь сдвига 
есть, подобно тому какъ и выше, отношене абсолютной величины см$- 
щеня конца волокна къ его первоначальной длин® т, в. 


А, 
ое, в 
т (ыз) 


И въ этомъ случаЪ очевидно видъ общей деформащи плоскости # 
относительно ив будетъ зависть отъ закона расиредфлешя внутрен- 
нихь напряженй по всей площади сфчензя. Въ простфишемъ случа, 
если напр. предположить что * будетъ распредфлено по всей пло- 
щади съченя бруска фиг. 47 равномБрно, то перемфщене (скашива- 
не) всфхь волоконъ будетъ одинаково и сл®довательно плоскость им 
при деформащи тЪла будетъ скользить по пноскости И, оставаясь ей 
параллельной и сохраняя тоже разстояне Аз (изм5неще разстоящя 48 
будет безконечно малой высшаго порядка малости). 

Вт, какихъ случаяхъ имфетъ мёсто-——подобное простёйшее распре- 
двлене напряжен!, какъ нормальныхъ такъ и касательныхт, будетъ 
Указано при подробномп изслФдовани отд®льныхъ деформащи. Рав- 
нымъ образомъ ниже приведено подробное разсмотрьше соотношеня 
между распредфленемъ нормальныхъ и касательныхъ напряженй. 


19. Упругость. 


Каковы бы ни были по своему виду деформаши т%ла, какъ въ его 
цЪломъ, такъ и въ смысл деформащи его волоконъ, эти дёформащи 
бываютъ двоякаго рода. Если тФло или элементъ его, по прекращенио 
дВйстыя внъшнихъ силъ, а стало быть и вызванныхъ этими силами 
напряженй, будетъ возвращаться къ своему первоначальному виду, то 
такая деформащя называется упрутою; напротиеъ, если тёло дефор- 
мируется такъ, что не возвращается, по прекращению дЪйствя силъ, 
въ первоначальное состояне, то деформащя будетъ неупругою. 
Свойство тфлъ испытывать упруйя деформащи называются упру- 
гостью т%ла, Порядокъ въ чередованм этихъ деформашй всегда 
одинт: сперва, при возрастани дЪИстия силъ отъ нуля, происходять 
деформащи упрумя, соотв®тствующя упругимъ напряжен!ямъ, 
между частицами тЪфла, а затЪиъ, при дальн-Йшемъ возрастании внфит- 
нихЪъ силъ, а стало быть и напряженй, им отъ м®сто деформащи не- 
упрумя. Опытныя изслёдованя сопротивленя матераловъ охваты- 
ваютъ вообще обЪ области деформащи, теоретичесвя же изыскан!я, 
а также использоваше внутреннихъ силъ въ конструкщяхь произво- 
дится въ границахь упругихъ деформащй т$лъ, почему термину на- 
пряжеще предшествуетъ обыкновенно слово упругое, точно также какъ 
и ввутреншя силы называются силами упругости, 


46 УПРУРОСТЬ. 


Разсмотрнныя выше количества $ и 0, обычно относятся къ де- 
формащямъ упругимъ. Если обратиться къ графическому изображеню 
зависимости между деформащями и напряженями, то получимъ нЪко- 
рую линю. На фиг, 50 по оси абсциссъ отложены относительныя де- 
формащи + или 8, а по оси ординать напряженя <, или соотвфт- 
ственно т, Сплошная линя показываетъ зависимость между деформа- 
щей и соотвЪтственнымь напряженемъ. Еслн деформащя упруга, та 
это значить, что т%ло, деформированное н$Фкоторымъ напряженемъ 
до состояня характеризуемаго точкою а, вернется къ первоначаль- 
ному состоянно, т. е. точка а перемВстится въ начало координать 0. 
Очевидно что на каждую деформацию тЪла необходимо затратить н%- 
которую работу внЪшнихъ силъ. 

Если по прекращени дёйстыя внфшнихъ силъ тфло возвращается 
въ свое первоначальное состояне, или графически точка « переходитъ 
въ начало координатъ, то это значить, что твло возвращаетъ. всю 
работу, затраченную на деформацию т®ла, 

Въ дЪйствительности совершенно упругихъ ТЪЛЬ не имЗется и 
обратный процессъ возвращен тЗла въ первоначальное состояне мо- 
жетъ быть при графическомъ изображении, на черт. 50 выраженъ пунк- 
тирной лин причемъ кривая не воз- 
вращается вЪ начало координать и стало 
быть въ т%л6 останется деформащя 
«остающаяся». Потерянная работа 
можеть характеризоваться площадью, 
заключениою между сплошною и пунк- 
тирною линями *). Пунктирная линя 
0 таль $ лежитъ весьма близко къ сплошной, 
остающаяся деформащя, а равно потерян- 
ная работа ничтожны, для упругихъ 
т%лъ, съ которыми приходится имфть дёло въ теорм сопротивленя 
матераловъ. Во всякомъ случаЪ обнаружить потерянную работу при 
упругой деформацщи возможно въ исключительныхь случаяхъ и линь 
точнфИшими измфренмями и инструментами, ТФла, употребляемыя въ 
сооружещяхь и конструкшяхь, обладающщя упругостью, какъ то—-же- 
лЪ30, сталь, дерево, бетонъ обыкновенно теорей сопротивленя ма- 
тераловъ считаются совершенно упругими тфлами. Выше уже сказано, 
что кривая фиг. 50 можетъ характеризовать вообще какъ упругую 
такъ и неупругую деформацио. Обыкновенно упругая деформащя имфетъ 


Фиг. 50. 


*) ДВйствительно зависимость между абсолютными (а не относительными) 
деформащями можеть быть выражена подобною же линйю, какъ на фиг, 58 
стоить только по оси ординатъ откладывать силы, а по оси абециссъ 
абсолютныя деформащи, тогда площадь о о, а будеть измфряться единицами 
силы, умноженными на лин, т. е, единицами работы, * 
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мЪето лишь до известной границы величины напряжений. При дальнЪй- 
шемъ возрастани посл®днихъ, начинаютъ появляться остающиеся де- 
формащи. То предъльное напряжен]!е, до котораго дефор- 
мац!я упруга—-называется предзломъ упругости, 


20. Коеффищентъ упругости. 


Допустимь что на фиг. 50 участокъ оф описываетъ собою зави- 
химость между упругими деформащями и напряженями, т. е. орди- 
ната точки $ (измбряемая въ единицахъ напряженй) есть предфлъ 
упругости матер!ала для данной деформации. 

Очевидно участокъ линм 08 можетъ служить характеристикой 
упругихъ свойствъ даннаго матерала; для каждаго матермала и той 
или иной леформаци волоконъ кривая будетъ имфть различный видъ, 
Начертане этой кривой (имбющей начало въ точкё 0) можетъ быть 
опредвлено тёмъ или инымъ направлешемъ касательной въ данной 
точкв кривой. Направлене касательной можно опредФлить тангенсомъ 
‘угла наклоненя ея съ осью абсциссь, величина же этого тангенса 
„есть отношене ординаты къ абсцисс въ данной точкВ. Вотъ почему 
отношеше это всфми учеными принимаются за характеристику упру- 
гихъ свойствь матерала и называется коеффиц!ентомъ упру- 
гости матергала (или модулемъ упругости). 

Отношеню 


°=Е (2) 


есть коеффищ!ентъ продольной (или нормальной) упругости, 
опредфляющий деформаши отъ нормальных напряженй. 
Отнощене 


= (8) 


‘есть коеффицгентъ поперечной упругости или коеффи- 
щентъ упругости при сдвиг%, характеризующий деформацию 
отъ касательныхь напряженй. Такъ какъ знаменатель въ каждомъ 
изъ этихъ отношенй есть отвлеченное число, то очевидно коеффи- 
щентъ упругости выражается въ единицах» напряженй, Опытныя 
изслфдован:я показываютъ, что для многихъ матер!- 
аловтъ до извстной величины напряжений (или деформац) коли- 
чества Жи @ суть постоянныя числа, На фиг. 50 постоян- 
ное значеше № или @, т, е. тантенса угла наклоненй касатель 
ной къ отрЬзку 06, показывиетъ, что лифя ое есть прямая, сли- 
вающаяся съ касательной для всЪхъ точекъ этого участка лини де- 
‚формашИ. Такимъ образомъ на протяжении этого участка характери- 
«стической кривой деформащи существуетъь пропорщюнальность между 
напряженямми и деформащями. Ордината точки в, т.е, то мапряжене 
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до котораго существуетъ пропорщюнальность между нмапряжен!ями и 
деформащями называется предЪломъ пропорц!ональности. 
Нужно замфтить что вообще говоря точка и можетъ лежать и ниже 
точки с, т. е, на прямомъ участк®, налр. а, какъ то и наблюдается 
напр. въ желёзЪ. Это стало быть значить, что пропорцюнальность 
между напряженями и деформащями существуетъ и за предфлами 
упругости, Уравненя (2} и (3) выражаютъ собою законъ упруго- 
сти, Обыкновенно, примняя этотъ закоит на всемь протяженми упру- 
тихъ деформац, т, е, до предфла упругости, или обратно-—полагая на 
всемь протяженм де предёла пропорщюнальности деформаши упру- 
гими—называютгь его закономъ Гука. 

Отнасительныя деформации до предзла пропоршональности для ТВлъ, 
примзняемыхъ въ качеств матераловъ для конструкцй и сооруже- 
НЕ весьма ничтожны; такъ деформаци, соотвЪтствующия предзлу про- 
порщенальности выражаются десяти или сто тысячными долями. Со- 
отвЬтствующ предфлы пропорцюнальности выражаются напряженями 
для жел%за около 2000 к./см.’ для дерева около 200 кгр./см.? Отсюда 
понятно что коеффищентъ упругости какъ частное отъ дФлемя напря- 
женя на относительную деформацио должен выражаться значитель- 
нымь числомъ. Такъ напримфрь, для желЪза коеффищенть упругости 
Е ==2000 000 кгр. на кв. см. и т. д. Подробныя значеня Е указаны 
ниже. Что касается до коеффищента поперечной упругости @, то какъ 
показано ниже онъ находится въ постоянномъ соотношени съ Е. 


Именно 
@ = 0,375 В до 0,400 Е. 


т. е. @ составляетъ */, до 2/, оть В, 
21. Законъ Гука и друме законы упругости, 


Коэффищентъ упругости даетъ возможность простого перехода 
отъ напряжешя къ деформаши и съ этой точки зрёНя законъ Гука 
устанавливаеть простЪйшую зависимость между напряжешемъ и де- 
формащею. Этотъ законъ примёнимьъ въ полной мёрв лишь къ н®- 
которымъ матераламъ, напр. къ стали и желфзу. При небольших 
напряженяхь, по сравненю съ предзломъ упругости, линейная зави- 
симость т. е. формулы (2) и {3) примбнимы къ большинству мате- 
рИаловъ, по крайней м$рф съ достаточною степенью точности. Вотъ 
почему законъ Гука, вли точнфе линейный закон упругости, 
обыкновенно считается основнымъ закономъ теор! и 
сопротивлен:я матер! аловъ. 

‚Различные законы упругости. Если зависимость между упругими дефор- 
мащями и напряженями выражается кривою лифею, то стало быть тангенсл, 
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угла наклонемя касательной къ этой лими есть перемфиная зеличина т, е. 
количество 2 не есть постоянная величина. Отступленя отъ закона Гука были 
извЪетны уже въ 18-мъ стол8л!и. Такъ въ 1729 году Вбюльфингеръ установить 
формулу, которую можно привести къ такому виду 


<= 


=ж' 
если принять № и за постоянныя числа, По опятамъ Баха напр. в заклю- 
частся въ предфлахъ отъ 1,066 до 1,395, Шюле, ученикь Баха даеть форнулу 
такого вида 


(4) 


= 5 


ул 


въ которой Е, В и В постоянный числа, 
Формулы Годкинсона (параболичесый законъ) для чугуна: 


В 


м 6} 


таже формула примФнена Гартигомъ и ке цементу. Формула Коха (чугунъ} и 
Ланга (известь, камень, чугун®) дающая гиперболичесяй законъ 


(7) 


Фориула. Ветгейма для шелковыхъ нитей и челозЪческихъ волосъ: 
Я = 40 + 607. 8) 
рормулы Коха и 'Томсона; законъ кубической параболы, для чугуна и метал- 
лическихъ проволок 
В 
Е 
Формулы Имберта для каучука-—по логариомическожу закону; 


В Ва ч-а, ®) 


=“. 10) 
Формула Гартига для кожи и обохокенной глины—по тому же закону: 
се (#1), {11 
Понселе—тоже логариемическая для латуни (витягиване) 


ва). 12} 


Гартинга, по тому же. закону, для пробки: 


| ми. (3) 


= 


1—5 

ВСВ ати формулы хотя и могутъ давать результаты боле близке чЪиъ 
законъ Гука, ио по сложности при приложещи икъ къ расчетамь прочности-— 
совершенно не примвняются ка практикв. 


22. Напряжене временное и допускаемое. 


Когда напряжешя превосходятъ предёлъ упругости, то вЪ волок- 
нахь тбла получаются остающяся деформащи. Деформащи эти при 
дальнфИшемьъ возрастанм нагрузки увеличиваются, При этомъ слЪ- 


С. Вобровсий, 4 
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дуетъ замфтить, что и за предфлами упругости часть деформаши 
будетъ упругая, а другая часть неупругая т, е. остаю щаяся. Нако- 
нещь, при извфстной величин напряжены, настуваеть разрушеше 
между частицами матерала, Соотв®тствующее такому началу разру- 
‚шены напряженЕ носитъ назване предёла временнагс сопро- 
тивлен|я, или просто временнаго сопротивлешя или разрушаю- 
щаго напряженя. Напряженя, которыя могуть быть допущены въ 
сооруженяхь или конструкщяхь очевидно не только не должны до- 
стигать предфла временного сопротивлешя материала, чтобы эти с0- 
оруженя не могли разрушаться, но эти напряжеыя не должны даже 
достигать предфла упругости. 

Дъиствительно очевидно, какъ въ сооруженяхь такъ и особенно 
въ конструкщяхъ машинъ не могутъ быть терпимы остающяся де- 
формаци. Въ сооруженяхъ эти деформащи кромё мБръ безопас- 
ности нарушаютъ еще и эстетическя требованя, (напр. въ изогнув- 
шейся потолочной балк®} а въ конструкшяхъ механизмовъ и машинъ, 
подобныя деформащи нарушаютъ гесметричесая соотношеня между 
элементами, т. е. правильное дВистые этихъ механизмовъ. Такимъ 
образом ясно, что напряжеше которое конструкторъ можетъ допу- 
стить аъ частяхъ сооружен должно не только составлять н$кото- 
рую долю отъ временного сопротивлены, но должны быть во всякомъ 
случа» ниже предфла упругости даннаго матерала. То напряжене, 
которое можно допустить въ частяхъ сооруженя, или въ элемен- 
тахъ конструкщи называется допускаемымъ напряжен:емъ, 
или прочнымъ сопротивлен|емъ матерала. Если условимся 
временное сопротизлеще называть черезъ Я, а допускаемое напря- 
жене черезъ №, то отношеше 


р: 

д=* >1 
носить назваше запаса прочности, Обратное отношеше 1 на- 
зываютъ коеффищентомъ безопасности, Запасъ прочности * 
вообще зависить отъ рода матерала, назначеня сооружения, и дЪйствя 
на сооружеше внФшнихъ силъ, Для матераловъ однородныхъ, а глав- 
ное такихъ, которые передь разрушешемъ замЪтно деформируются, 
возможно назначене меньшаго запаса прочности; равнымъ образомь 
сооружешя временного характера могутъ довольствоваться меньшимъ 
запасомъ прочности; наоборотъ сооружешя подвергающияся сотрясе- 
мямъ, перемфннымЪъ усилямъ, какь напр. части машинъ, надлежитъ 
проектировать съ ббльшимъ запасомъ прочности. Строго говоря за- 
пасъ прочности надлежало бы назначать исходя не изъ временнаго 
сопротивленя, а изъ предфла упругости, исходя изъ соображеня из- 
бВжать остающёяся деформащи. Однако на практик®, имя ввиду 
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большую простоту при премкахъ идущаго въ постройку матер!ала 
опредЪлять предфль временного сопротивленя, чВмъ предфлъ упру- 
гости, почти всегда цопускаемое напряжене назначается въ зави- 
симости не отъ предЪфла упругости (который условимся называть бук- 
вою 4), а отъ количества Ё. Наименышй запасъ прочности можетъ 
быть установленъ исходя изъ слЗдующихъ соображенй. Пред®лъ 
упругости составляетъ часть временнаго сопротивленя; такъ напр. 
для желфза прим$рно 4 = у В. Такимъ образомъ, если мы не же- 
лаемъ имфть Бъ желфзВ остающихся деформащй, то во всякомъ слу- 
чаф запасъ прочности не можеть быть меньше двухъ. ДалЪе, изъ 
динамики известно, что сила приложенная къ тфлу мгновенно зызы- 
ваетъ двойной эфектъ по сравненю съ силой, приложенной стати- 
чески; стало быть если возможно подобное мгновенное приложеше 
усия, то необходимо еще уменьшить въ два раза возможныя на- 
пряженя т, е. еще удвоить запасъ прочности, а стало быть принять % 
равнымъ 4. Дзйствительно, обыкновено это и принимаютъ какъ т!- 
пипит для жел®за. ” . 

Принятый на практик запасы прочности указаны въ таблицЪ №1 *). 


Таблица 1. Запасы прочности для различных матераловъ. 


 Временныя а, . 
сооружешя. юстоянныя сооруженя, 
1 | Гражданская Инженерныя | Ман 
Матер: алы. | Постолиная | тень | сорузеня | Машины 
и подвижная| ‘или | ИДИ | . 
нагрузка. Статическая, Подвиженая | Сотрясены, 
РУЗа. | ‘пагрузка. | нагрузка. | удары. 
ЭЖелзо и сталь, ....- 3 4 5—6 10 
Чугунь и бриза ..... 4 5 7 15 
Дерево (ое: .ь.. 5 Г 10 12 
Камни искусственные ... 10 15 20 25 
»  встестяенные. ... 15 20 30 35 
Ремни, канаты... 4 5 6 10 


*) Числа въ таблиц не имЪютЪъ какого либо абсолютнаго значеня и ука- 


заны какъ-—обычио принимаемыя -—-среднйт, 
4* 


ГЛАВА Ш. 


Растяжене и сжат!е въ предфлахъ упругости. 


При изслёдовани растяженя, равно какъ и другихъ деформаций 
изучеще всегда распадается во первыхъ на опредвлеше напряженй, съ. 
цвлью расчета прочности и во вторыхъ на изслфдоване собственно 
деформащи. Для изслфдованя‘ растяженшя обыкновенно вводится огра- 
ничене заключающееся въ томЪъ, что поперечные размфры бруска по 
сравненйа съ его длиною не велики, такъ какъ при растяжеши отно- 
сительно короткихъ тЬлъ является затруднсше въ равномфрномт вос- 
прят№ми брускомъ прикладываемаго къ его концамъ растягивающаго. 
усиля. 


21. Напряжене при растяжении. 


Пусть имбемъ призматическй брусокь съ прямолинейною осью, 
закрфиленный неподвижно однимъ концомъ къ плоскости АВ фиг. 51. 
Къ противоположному свободному концу бруска приложена сила 1! 
дЪИствующая по оси бруска и текущая въ сторону противоположную 
плоскости закрёпленя бруска. Подъ вляшемъ сивы Р первоначальная 
длина бруска { изм®нится, получитъ приращене АР и въ любой иплос- 
кости сфчешя возникнутъ напряженя силъ упругости, Прежде всего 
опредзлимъ усломя равновЪя бруска. ПримфнивЪ принципъ отвер- 
дЪНЫЯ, мы легко увидимъ, что сила Р можеть уравновЪситься лишь 
силою ей противоположнаго т. е. ранною ей по величин$, приложенной 
по оси бруска, но текущей въ обратную сторону. 

Такимъ образомъ задфлка бруска должна заключаться въ томъ, 
что въ плоскости АВ къ бруску будетъ приложена также сила равная 
Р, но текущая въ данномъ случаЪ кверху. Теперь примнимл, методъ 
свченя. Для этого проведемъ поперечное сЪчене # въ, произвольном 
разстояни х отъ конца бруска, и изслЗдуемъ условя равнов\ ся одной 
изъ оставшихся частей бруска, напр. нижней. Для равновзаия нижней 
части, представленной на чертеж» отдзльно, къ с®чентю # необходимо 
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приложить нёкоторыя силы, замвняющя собою возд®йстые верхней 
отброшенной части, т. е. внутрен я силы упругости, обращенныя та- 
ким, премомъ во вныший по отношению 
къ изсльдуемой нижней части бруска, 
Каковы бы эти силы ни были, (въ смысл 
величины, направлешя и точекъ прило- 
кея), но онф должны вмЪств съ силою 
Рудовлетворять условна равновЪся. Такъ 
какь сила Р можеть уравновфситься 
одною сило6, именно приложенною по 
оси, равною Р и текущею вверхь, то 
очевидно силы упругости представляютЪ 
собою систему силт, приводищихся къ 
разнодЪйствующей Р, текущей отъ с 
ченя {# вверхъ. Опытъ показываетъ, что 

при разсматризаемой деформаши, сЪчене Фиг. 51. 
И! остается плоскимъ, перем щаясь подъ 

вщящемьъ силъ упругости параллельно самому себ такъ, что центрь 
тяжести счешя движется по первоначальной прямолинейной оси 
бруска. Иначе говоря никакихъ смыщеню или сколь- 
женно одного по другому въ смежныхъ съчещяхъ не 
наблюдается. Отсюда, какъ слЪдегые, можно заклю- 
чить, что въ сфченм # касательныхъ напряжению < 
не имфется и силы упругости приводятся юь систем 
параллельных силъ дБИствующихъ вдоль оси. Если 
нормальное напряжеше въ данной точкф будетъ в, 
то связь между внфшнею силою Р и силами упругости 
ой, дЪИствующими на волокна бруска съ площадью 
поперечнаго сфчешя равною @%®, выразится, какъ 
связь между равнодфйствующею и системою парал- 
лельныхь составляющихь, так: 


о. 


р= / о. 


Для рёшеня интеграла необходимо знаше закона распредфленйя з 
по площади лоперечнаго сВченй, Законъ этотъ устанавливается выше- 
приведеннымъ указамемъ опыта о томъ, что сВчеше # плоское до 
деформащи остается плоскимъ и вт, деформированномь тзлЪ. Оче- 
видно это возможно лишь при услови, что всЪ волокна претерп®- 
ваютъ одинаковыя удлиненя и слёдовательно при однородности ма- 
‘терала, подвергаются дЗйствно одинаковыхъ силъ упругости. 

Такимъ образомъ экспериментальныя данныя устанавливаютъ за- 
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конъ распредфленя напряженя с ввидЪ: 


|. а —= вон 
8-5 оо Сльдовательно рёшене представится такъ; 
° Р == ав, (1) 


тд ® площадь поперечнаго сфчешя бруска. 

Повфрка прочности бруска заключается въ 
томъ, чтобы напряжене в не превосходило до- 
пускаемаго напряженя 2, т. е. 


р 
По 


К, @ 


ЗдЪсь указатель при А, поставленъ для отли- 
Фиг. 53. чя предёла прочнаго сопротивлешя на растя- 
жен! е отъ допускаемаго напряженя при сжа- 
ри, или вообще при другихъ деформащяхъ, обозначаемаго тою же 
буквою. 
Формула (15) называется формулою для позЪфрки прочности на 
растяжене. 


22. Напряжеше въ косыхъ сЖчешяхъ. 


Проведемь плоское косое сЪчеше, составляющее произвольный 
уголь а СЪ 06ь0, т. е. съ направлемемь дЪйствующаго на брусокъ 
вытягивающаго усищя. Отбросимъ нижнюю 
часть на фиг. 54 и изслфдуемъ равновЗ4е 
оставшейся верхней части. Для этого къ с8- 
ченйо Й, по направленно оси бруска нужно 
приложить силу противоположную сил Р, 
приложенной къ верной части бруска, т. в. 
силу Р, текущую внизъ. Эта сила предста- 
витЪ собою равнодфйствующую внутреннихъ 
силь упругости въ сфчени Н. Изъ условя 
равновЪСя верхней части, а также принимая 
во внимаые сказанное выше о равномьрности 
деформащи волокомь и ихъ напряженй оче- 


Фиг. 54. вилно, что величина этой равнодиствующей, 
выраженной въ силахъ упругости будеть 
зо =Р 


Элементарное напряжене с дёйствующее на каждое волокно съ пря- 
мымъ поперечнымь сфчешемъ @®, даетъ силу ой, параллельную оси, 
которая можеть быть разложена на состазляющЁ нормальную къ с 


НАПРЯЖЕНИЕ ВЪ КОСЫХЪ СВЧЕНЯХЪ. 55 


ченто Й и касательную къ этому сёченйо. Такъ какъ плоскости косого 


; 4 . 
сБченя волокна будеть на то элементарныя составляюция силы, 


дИиствуюция въ сфчени даннаго волокна будуть {6 


ТД <, неизв стное нормальное напря- 
жене въ косомь сВченм, а т тоже неизв стное 
касательное напряжене въ томъ же сБче- 
нм. Изь треугольника афе найдемъ, по сокра- 
щенио на 4 


3 = 98? 9; УЕЕОО 05а = 2 эт 24; 


Выведенныя равенства, вслфдстые того что 
з==еинзё, справедливы для всего сЪчен, 

Изсльдоваше этихъ выражен приводитъ къ 
слфдующимь заключенямъ. 

1) Наибольшее нормальное напряжене а, имъеть мЪсто для с6- 
чешя проведеннаго подъ угломъ въ 90° къ оси бруска, т. е. дня нор- 
мальнаго сёченя, причем это напряжене равняется с. 

2) Нормальное напряжеше въ плоскости параллельной оси вытя- 
гиваемаго бруса равно нулю. 

3) Наибольшее касательное напряжене х будетъ въ плоскости 
сВченя, проведеннаго подъ угломъ въ 45° къ оси бруска (т. в. кь 
направлению вытягивающаго усилёя). При этомъ численная величина 
этого напряженя равна половин нормальнаго. 

4) Касательное напряжеще въ плоскости параллельной оси вытяги- 
ваемаго бруса равно нулю. ` 

Если къ плоскости #ё фиг. 56 провести ей пер- 
пендикулярную #1, то уголъ составляемый такою 
плоскостью съ осью бруска будеть 90—в. Под- 
ставляя это значеше угла въ выразкене: Для т, 
мы найдемъ 


: 5 з# (180 — 2а). = р в атс, 
т. е. касательныя напряжены въ двухъ взаимно 
перпендикулярныхъ плоскостяхъ, проведенныхъ 
подь произвольнымь угломъ & къ оси бруса 
равны между собою, какъ по абсолютной вели- Фиг. 56. 
чинъ, такъ и 10 знаку. 

Обнаружить касательныя напряжешя т непосредственно при растя- 
женм или сжати до предфла упругости затруднительно, но за пре- 
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д®лами упругости эти напряженя обнаруживаются довольно ясно, 
напр. при сжатм дерева, а также при растяжен образцов желфза 
отполированнаго снаружи о чемъ см. № 


23. ИзмВнене длины до пред®ла упругости. 


Для тЪлъ, подчиняющихся закону Гука, упругое измВнеше длины 
при растяженм, какъ показываеть опыть, можетъ быть, взависимости 
отъ длины бруска, площади его поперечнаго сфченя и растягивающей 
силы, какъ то впервые и высказано англичаниномъ Гукомъ (Нооск} 
въ 1676 году, выражено такъ: 

Растяжен1е прямо пропорц!онально растягивающей 
силБ и длинЪ бруска и обратно пропорц{онально пло- 
щади поперечнаго сбченуя бруска, т. в. 


в 


^ [< 


ЗдЪсь « коеффишентъ, зависящ оть матерала бруска и назы- 
°вается коеффищентомъ удлинены. Принимая во внимаНе, что при 
соблюден и условя незначительной толщины бруска по сравненйо съ 
длиною, удлинеме бруска происходитъ по всей его длин равномрно, 
мы на основам Формулы (1) и (14) подставляя 


найдемъ 


[6 


ислфдовательно сопоставляя съ выражетему (2), [глава И] по которому 


получимъ 
(5) 


т, е. коеффищенть удлиненя есть обратная величина коеффищента 
упругости. Вводя это значене въ формулу (16), мы найдемъ выра- 
жене для абсолютнаго удлиненя 


{6) 


Изображая зависимость между упругими удлинешями и напряже- 
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нями графически, мы сл®довательно получаемъ прямую ОВ. Для опре- 
дъленныхь разм®ровъ бруска и при постоянной нагрузкЪ ФР, прямой 
ОВ уголь съ осью абсциссъ будеть увеличиваться съ увеличещемь 
коеффищента упругости Е, или очевидно чфмъ больше будетъ Е, 
т5мъ меньше будеть  коеффищентъ 
удлиненя а н тфмъ меньше будутъ 
относительныя и абсолютныя удлиненя 
бруска. Фиг. 57, 

На практикь къ тфламъ подчиняю- 
щимся закону Рука при растяжени мо- 
гуть быть отнесены: жел®зо, сталь; де- 
резво и стекло. Друме тЪла предста- 
вляють большя или меньшя отклоненя 
от» закона Гука. Фиг. 57. 

Координаты точки В т.е. относи- 
тельное удлинене соотвфтствующее предЪлу упругости (пропорцональ- 
ности) и предфлъ упругости з== А получаются примёрно слвдующи. 


Относит. 
удлинене | Предль 
МАТЕРТАЛЫ <оотв. пре- | упругости 


Иду УпРУГ. ол косы? 
й 


Литое желфзо (при В=37 к./мм.) | 1800 
Сталь (при Я=70 ку. ...., ... 00019 4200 
Сосна еее, 0,0023 120 


Для тЪль неподчиняющихся закону Гука укажемт сл6дующя данныя, полу- 
чентыя Бахомъ, 
Для чугуна зависимость между упругими удлиненями и деформащями 
вырижиется кривою лишею, обращен- 
ною выпукностью кь оси орди- 
нать (т, в, нагрузокь или напряже- 
не Слфдуетъ замЪтить, что при 
растяжени чугуна деформащя съ $54001 
самаго начала не вполнЪ® упруга. На 
чертеж пунктирняя кривая пред- 
ставляетъ собою линйю остающихся 
деформащй, Фиг. 58, 
Линя растяженя до «приближен- 
наго» предл упругости чугуна, от- 
эЪчаеть уравнелно фик, 58 


с\и88 


1338000! 452050005; 422400 к/с? 
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Для гранита при растяжени 
вт 


9", ‘сма 7 
4— 235080; 21 кусм. 7) 


6,0003; 


Для мБди 
ав 


20е80бо! 1 й А кеопретленны, 8) 


но какъ иредфлы примЪънимости этой формулы можно считать 4 = 750 ккыя 
и: = 000055. 
Для бронзы 
ай 


733800; м 


и А неопредфленны, 9) 


но какъ предзлы 4 = 800 кем. и $ = 0,0008. 
Для латуни 


= обо; М й 4 пеопредЪленны, (10) 


но какъ предёлы 4 =500 ксм.? и 3 = 0,0005. 

Для кожи, Въ этомь случа кривая, изображающая зависимость между 
напряженями и удлинемями обращена выпуклостью къ оси абсцисс (т, е. 
удлинении). Фиг. 59. 

Такому начертан кривой соотв’ 
ствусть показатель при © меныш 
м-н - $5 единицы 


р 
415 

Сл®дуетъ замвтить. что для кожи 
какь и для другихъ органическихь тфлъ 
напряжеще < опредфлеяное по первона- 


0: ро аб или 86 # чальной площади, разнится отт, палря- 
. Е жжешя опредлеинаго по той площади, 


$ 


= 11010 —Ы — которая получается при растятивающей 
пагрузкв, соотььтетвующей предблу 
Фиг. 59. упругости, т, е. состоянио, характеризуе- 


мому на чертеж точкою В. 
Такъ напр. для кожи разница составляегь около 15—20'/,. Обыкиовенно 
пагрузка для опредвлешя нипряженя относится къ первоначальной площади и 
стало быть въ дЪИствительности оно на 15—205/, больше *). 


24. Упругое послёдЪйстве. 


Измфнене длины при улругой деформаци мы разсматривали не- 
зависимо отъ времени дЪИствя вн\илнихь силъ, Иначе говоря, пред- 


*) Коефф. упругости, & стало быть количество а и $ ивняются взависи- 
мости отъ того изъ какой части вырфзана кожа. Подробности см. бейзевий 
4ез Уегетез Чещвснег прешеше 1902. стр, 1446, 
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полагалось, что каждому упругому напряжению всегда соотвЪтствуетъ 
опредфленное удлинене. Между тЪмъ если брусокъ вытянутый нзко- 
торой силой оставить иодь дфиствемъ этой силы въ течени н®ко- 
тораго времени, то оказывается, что по истечени этого яремени 
удлинене возрастетъ, Такое увеличеше длины, наростающее безъ 
увеличеня нагрузки съ течешемъ времени, на протяжеше котораго 
эта нагрузка дЪйствовала, называется упругимъ посл дфиств!емъ. 
На фиг. 62 лия ОЁ изображает зависимость между упругими на- 
пряженями и удлиненями. Пусть точка № характеризуетъь данное 
состояше тЪла, подверженное дЪй- 
ствно н®которой силы Р, Если оста- 
вить тБло на нзкоторое время подъЪ 
дъистнемъ силы Р, то на маграммы 
прибавится участокъ РН; стало быть, 
состояне  даннаго тфла будетъ по 
истечени времени дЪйствия нагрузки Г, 
характеризоваться точкою Ё. 
Упругое посльдЪйстве играетъ су- 
щественную роль при растяженм тЪлъ Фиг. 62. 
органическаго происхожденшя, какъ 
напр., кожи, канатовъ, холста и т. п..Для матераловъ, употребляе- 
мыхъ въ строительномъ дЪлЪ, какъ нанр,, въ жел 35, дерев -——посл®- 
дфйстые столь ничтожно, что практическаго значешя; не имЪетъ. 
Упругое послёдЪйстие уменьшается съ увеличещшемъ однородности 
матер!ала, 


нА 


Тась мора: 


0 == пудминелА А 


25. Работа упругой деформации. 


При упругомъ растяжени стержня сила Р, вытягивающая брусокъ 
перемфщается по направленйо своего дЪйствя и сл6довательно совер- 
шаеть работу, затрачиваемую на де- 
формащи бруска. Пока деформащя 
бруска упругая, она превращается въ 
потенщальную энергию, которая при 
совершенной упругости т$ла возвра- 
щается обратно деформированнымъ 
тфломъ. Пусть на фиг. 63 лимя ОВ 
представляетъ зависимость между пол- 
нымЪъ упругим удлиненемъ и нагруз- 
кою, которая при дЪйстви на стер- 
эжень измнялась въ предВлахъ отъ 0 
до Р. Точка К отвфчаетъ такому состоянйо стержня, когда нагрузка 
возросла до значеня Р, и удлиненю достигло значеня Х. Вычислимъ 
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работу, затраченную на деформацио стержня до этого состояня. Пусть 
удлинене достигло н$котораго произвольнаго значеня =, которому 
соотвЪтствовала сила Р„ Состояне вытягиваемаго бруска при этомъ 
на чертеж описывалось точкою №, Допустимъ, что удлинене воз- 
росло на &х, тогда работа при этомъ затраченная будетъ 


ат = (Р- аР) Ч 


причемь она на чертежЪ выразится элементарною площадкою съ 
основашемь @ и высогою Р-Н аР, или въ предфлЪ, при безконеч- 
ной малости ах, просто №. Полную работу деформащи, при удлинени 
до 2-=^, получимъ —взявъ сумму элементарныхь площадок, или инте- 
гралъ отъ предыдущаго яыраженйя, въ предфлахь отъ 2==0 до 2=), 
т, е. 


т-= ра. 


Для интегрированя надо знать зависимость между Ри з. 
Въ данномъ случа, она выражается закономъ Гука, т. в. линей- 
нымъ закономъ, Именно 


= в075$. 


Вводя это значеше найдемъ 


‚Даа? 


$ 


т= 


Стало быть искомая работа выражается площадью, заключенною 
между орцинатою точки К, ординатою ОК и осью абсциссъ. 

Не представляетъ затрудненя выразить работу эту во внутрен- 
нихъ силахъ упругости. Для этого обыкновенно работу относятъ къ 
единиц® объема стержня, Полагая длину его { называя ® площадь 
поперечнаго сфченя найдемъ 
т РТ, 
2% > 2ы — ЗИ ов, ит 


причемъ зДЪСЬ а есть напряжеше, соотв$тствующее точкв К. 

Наибольшая упругая работа стержня будетъ при напряжени его 
до предъла упругости а. == А; при услови подчиненя матерала за- 
кону Гука 
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Таблица 2. Наибольшая упругая энермМя для н%которыхъ матераловъ 
въ клгр. см. на куб. см. 


МАТЕРТАЛЫ. пож, Е кс? | — Примфчане. 


Литое жслз0 (Х==1800 нисылу. . 073 | 
Мягкая сталь (422500 к/с). 142 | 
Средияя сталь (4 == 4200 кусм.), : 302 | 


Доеркая сталь (А=6000 к.см?).. 80 
ерево . ори 0. . 
1: | аюто в | Условно, прилагая 
Каучук ое. | 10,00 ]} законъ Гука, 


26. Поперечное сжат!е при растяжен!и. 


Опытъ показываетъ, что при растяжени бруса въ предълахъ 
упругости измфняется не только его длина, но и поперечные раз- 
мфры; именно при растяжен!и происходить уменьшен!е попереч- 
ныхъ размвровъ, что и носитъ назвае поперечнаго сжаття. Вели- 
чина поперечнаго сжатя меньше нежели продольное удлинене и не- 
одинаково для различныхь матераловъ, Мфрою поперечнаго сжат 
обыкновенно служить отношене между относительнымъ сжаемь и 
относительнымъ удлиненемъ 1. 
относ. попер. сжат 

й 


Отношеше это 1, меньшее единицы, носитъ назван числа Пуас- 
сона, или Пуассонова отношен{я, по имени французскаго матема- 
тика, установившаго теоретическую величину ‘у. Теорети- 
чески, для всфхъ изотропныхь тЪлъ м ==0,25. ДЪйствительно, 
численная величина Ч измфняется въ зависимости большей 
или меньшей однородности матерала въ предлахъ отъ 7 
0,25 до 0,50. Легко видЪть что большее значеше чЪмь 0,5 
для 1 невфроятно, такъ какъ это соотв®тствовало бы 
уменьшенно объема тфла при его растяжении. 

Измфнеще объема т$ла при растяжении получимъ такимъ 
образомъ. Пусть брусокъ имфетъ прямоугольное с\чене. 
ПослЪ удлиненя получимъ новую длину равную 1--ь и $ 
поперечные размёры каждый 1 —11% слЗдовательно объемъ 
бруска послЪ растяженя: 

У-НАР = (1-58 (1 -- 98. в. 


Фиг. 64. 


Выше уже было показано что $ выражается въ тысячныхъ доляхъ, 
а потому можно отбросить при перемножени члены степени выще 
первой; въ такомъ случаз найдемъ: 


У-НАУ = 1+ 


1—2. ы (12) 
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Отсюда если 4 =0,5, то измёнее объема равно нулю. 
Значейя постоянной Пуассона указаны въ слфдующей таблиц, 
какъ средня изъ данныхъ, полученныхъ различными изсл®дователями, 


Таблица 3. Значеня постоянной Пуассона. 


МАТЕР!АЛЪ, д МАТЕР1АЛЪ. | д 
Стекло... ... .| 65 | Ци зе. . 07 
Желаю о... 028 | Свинец (0... ' 0,43 
таль... 030 | Бронза (о... . 03 
Мод о. 034 | Чиунь (оз... 0.23 
лун а... 039 | Каучуюь (0... 047 
Никель зе: 038 | Парафинь оз... 050 
`Авлюминй ,..... 036 | Пробка. ...... 006 


Въ вычислемяхъ обыкновенно принимаютт (для металловъ) 
4 == 0,30 до 0,33. 
Для примбра разсмотримъ какое измёнеше объема происходить 
при растяженм до предФла упругости стального бруска. Полагая 
$ = 0,002; = 0,3, 
найдемъ 
АТ=У— (1 + 0,002 —2.03. 0,002) 


0,0008 У 


что составляетъ 0,08*/‹. Для желЪзнаго бруска при $ = 0,0008. 
87 =У7{1 — 0,0008 —2, 0,3. 0,0008) = 0,0003 и 


т. е. всего 0,039/,. 
При вычислеши напряженй по формулв (2) 


обыкновенно подъ ® подразумфвается первоначальная площадь. Раз- 
ница отъ этого происходящая для матераловъ, употребляемыхъ въ 
строительномь дфлв ничтожна, 

Если первоначальная площадь поперечнаго сёчешя была «, то 
послв удлиненя она обратится въ 


х 4 — 12 5% (1—2 9. 
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Полагая напр. для желВза 


3 


= 0,0008 и л=0,3, 


найцемъ уменьшене площади при вытягивами до предфла упругости 


д =0—0(1 —219=6 1 —(—2. 03. 0,0008} = 0,0005 ® 


т. ©. около Ч», Для стали получимъ 4 = 0,0012, т. е. около 45%. 
Во всякомъ случа практическаго значеня такая разница въ опредвле- 
ви напряженй имЪть не можеть. Выше уже было указано, что однако 
° для т®лъ органическаго происхожденя разница можетъ достигать 20545. 


27, Сложное растяжеще и сжат. 


Подъ сложнымъ растяжетемъ мы будемъ подразумфвать растя- 
жене (или сжат) бруса по двумъ или тремъ взаимно перпендикуляр- 
нымЪ направленямъ. Пусть напр. 
имЪемъ брусокъ ввидВ куба, грани 
котораго параллельны плоскостямъ 
координатъ. На грани куба дБй- 
ствуютъ вытягивающя силы парал- 
лельныя осямъ координатъ. Разсмо- 
тримъ деформацию бруска напр. по 
направлению оси ОХ. Отъ дЪйствя 
силь Р„ вызывающихь напряжене 
с, 2 (ГДЪ в, площадь сЪченя 
бруска ‘перпендикулярно оси ОХ) Фиг. 65. 
брусокъ  удлинится на величину 
=. Въ тоже время отъ дЪйствя вытягивающихь силъ Р,, бру- 
сокъ получить поперечныя укороченя по напр. оси О2 и оси ОХ 
равныя ий, или замФняя %, черезъ Е эти укороченя будутъ 1 в. Пе- 
добно этому, отъ дЪйствья вытятивающихь силъ Р, получатся укоро- 
ченя по направленно осей ОХ и ОУ равныя 4 2. Такимь образомъ 
найдемъ 


отъ силъ Р, - 


я $ а . 
Относительная деформащя 1, отъ сил Р,. а 
по напр. оси ОХ. 


отъ силь Р.. 
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Сумма относительныхъ деформащй по оси ОХ составить 


и ув, а +=. 


Знакъ--указываеть укорочеше и соотвЪфтственно сжате. Изъ вы- 
раженя для #, видно, что въ случаф дЪйствя вытягиваощиху силъ по 
двумъ или тремъ взаимно-перпендикулярнымъ направленямъ относи- 
тельная деформашя получается меныие нежели при простомъ растя- 
жени. Удиинеме с, вычисленное по послФднему выраженю называется 
приведеннымъ удлинен!емъ. Если бы сохраняя течее у Р, мы из- 
измЪнили знаки у силъ Ь, и Р, т. е. приняли бы что по осям 
ОУ-— 02 дБйствуютъ сжимаюция усиля, то нашли бы что приведен- 
ное удлинеще #, стало бы больше основного &,' 

Для перехода отъ дефоращи къ напряжению нужно относительное 
удлинене + согласно (2) (гл. 1) ломножить на коеффищентъ упругости #, 
Поэтому умножая обЪ части послфдняго выражешя на №, мы найдемъ 
приведенное напряжен!е въ плоскости нормальной къ осн ОХ 


э=а, 1 (а, += ®.). 


Такимъ образамъ если при продольномъ растяжени брусоку, под- 
вергается еще и поперечнымъ вытягивающимъ усилямъ, то приведен- 
ное продольное напряжеше уменьшается, т. е. прочность 
бруска какъ бы повышается. Обратное дйствёе боковыхт 
силъ очевидно наоборотъ повышаетъ напряжене. Вывод 
этотъ имЗетъ существенное значеше аъ изслфдовани раз- 
личныхь теорй прочности матераловъ. 

Правильность сдфланныхъ заключенй подтверждается 
слБдующимъ опытомъ Киркальди. Если вытягивать по оси 
цилиндрическИ брусокъ съ заточкою по серединв (на 
небольшой длин®) какъ указано на фиг. 66, то относя 
вытягивающую силу къ понеречному сфчению заточенной 
части ш, легко замЗтитъ значительное уменышене поие- 
речнаго сжатя и повышеше предфла упругости. Если напр. 
предфлу упругости сооте$тствуеть сила 7, то окажется 


Фиг. 66. = ыь > А, тАВ А есть предблъ упругости для даннаго 

материла при обыкновенномь растяженм, ^Это происхо- 

дитъ потому, что кольцеобразные слон толстыхъ частей бруска вблизи 

заточекъ, какъ менфе напряженные, какъ бы отстаютъ въ попереч- 

номъ сжат и оказываютъ противодзйстве понеречному сжато 6о- 

лЪе напряженной части и стало быть, согласно вынеизложенному, по- 
нижаютъ продольное удлинене и напряжене. 


ГЛАВА М. 


Опытное изучеше растяженвя и сжат я. 


28. Обиёя данныя и нормы испытанйй. 


Испытан я производятся на спешальныхъ машинахъ, которыя здЪсь 
не описываются. Ограничимся лишь описамшемъ примвняемыхъ для раз- 
рыва образцовъ. Для получешя однообразныхь и сравнимыхъ резуль- 
татовъ форма и размвры образцовъ выработаны на международных 
конгрессах по испытано матераловъ. Образцы для желфза и стали 
бываютъ круглые или прямоугольнаго сбченя. ПослфдНе получаютъ 
обыкновенно толщину того сорта желфза, которое идетъ въ дфло и 
изъ котораго они выр®заны. 

Во всякомъ случаВ исходною данною служитъ законъ подобя, по 
которому въ нормальномъ кругломъ образцВ отношене длины къ 
даметру равно 10. Для плоскихъ или квадратныхь образцовъ берут 
отношене длины к“. площади, такое же какое получается и въ круг- 
ломъ нормальномъ образцЪ. Эта получается при условии *), 


1 ==11,3 Ио. 


Нормальные круглые образцы употребляются толщиною въ 10, 15,20 
и 25 мм., взависимости отъ силы машины и разм ровъ части, изъ ко- 
Торой нужно приготовить образецъ, Остальные размфры указаны на 
прилагаемыхъ чертежахъ. Фиг. 67 

Для испытаня стальныхь отливокь и въ нЪкоторыхъ другихъ 
случахъ употребняются также образцы расчетною длиною въ 50 мм. 

За расчетную длину принимается цилиндрическая часть (минусь 
20 мм.), а коничесмя утолщеня имфютъ цфлью обезпечить разрывъ 
образда въ средней части, Головка служитъ для укрЪплещя образца. 
въ захватажь машины, Плоскй образець указанъ на фиг. 68, 


а _ . 
*) ДЪйстантельно в = й ха 3 Ивир=ч = У, 


С, Войровсийь, 
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При укрзплени образцовъ въ мащинЪ особое внимаше обращается 
на центральную и равномфрную передачу уснжя отъ машины на обра- 
зецъ. Примёрное устройство захватовъ для круглыхъ и плоскихъ об- 
разцовъ указано въ фиг. 69, а для плоскихь на фиг. 70. 


Фиг. 68. 


Обыкновенно машины снабжаются устройствомъ, въ пидЪ барабана, 
съ навернутой на его цилиндрической поверхности бумагой, вращаю- 


г _ 


Фиг. 69, 


щейся на оси вмёст® съ удлинещемь бруска. Карандашъ, прижатый 
къ лентз барабана перемьщается вмЪст съ увеличещемъ силы, вы- 


$ ЕЯ 


— — 


Фиг. 70. 


тягивающ брусокъ. Такимъ образомъ происходить автоматическая 
запись въ видЪ даграммы зависимости между нагрузкою и Удлине- 
чемъ, или что тоже — при данной площади поперечнаго съчены и 
длин$ бруска--между напряженями и относительными деформащями. 


ЯВЛЕНИЯ СОПРОВОЖДАЮНИЯ ИСПЫТАНИЕ НА РАСТЯЖЕНИЕ, 67 


29. Явлея при испытани на растяжен!е до и посл предфла 
‘упругости. 


Просладимъ весь процессь испытаня совмЪстно съ изучещемъ по- 
лучаемой при этомъ даграммы. 

Первоначально происходятъ упрумя деформащи: нагрузка возра- 
стаетъь пропорщонально удлиненямъ и карандаш чертить прямую 
линйо, весьма мало отклоняющуюся отъ оси ординатъ, вслЪдстве ни- 
чтожности, какъ мы видВли выше, удлиненй отсчитываемыхъ на да- 
грамм по оси абсциссъ. Гакъ происходить до точки а. Фиг. 71. 
Участокъ прямой ча и будетъ участкомъ, на протяжен;и котораго 
изучались нами до сего времени всЪ явлены растяженя. 

Если освободить брусокъ отъ нагрузки, до тёхъ поръ пока ка- 
рандашъ на даграмм» не перешелъ за точку а, то брусокъ вернется 
въ свое первоначальное состояще по крайней мБрЪ съ точностью 
до десяти тысячныхъ долей первоначальной расчет- 
ной длины бруска. Если по оси ординатъ отсчитывать напряже- 
ня бруска, то ордината точки а будетъ преджломЪъ пропоршонально- 
сти. Насколько ниже точки а можно отм®тить точку аз, при пере- 
ходЪ за которую, при весьма точныхь приборахъ, можно уже зам$- 
тить, что при разгрузкЪ бруска въ немъ остаются ничтожныя дефор- 


кар, но кв, 


ев №. .. . 
В } . 
© : 
| |5. 4000 мы. е. жалаза,. 

1 
Е» 
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Ра 

[м 
о 
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оное вы 04. №0 и. 94 


бек обеольотнныхь ид отулчебими. цанииимьиих ва 
Фиг, п. 


маци. Ордината точки а, представить собою истинный предёль 

упругости, При растяжеши бруска до предзла пропоршюнальности 

величина остающихся деформацм не превышаеть иЪсколькихъ стоты- 

‹ячныхъ долей длины бруска, почему—принимая за практическ!й 
5 
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предЪълъ упругости такое напряжене, до котораго остающяся 
деформащи не превосходят одной десятитысячной длины бруска, обык- 
новенно для цлей практики (но не научныхъ изслфдованй) считаютъ 
что точки вр и а совмфщены, т. е. подразум8ваютъ подъ предфломъ 
упругости и предъломъ пропоршональности одно и тоже напряжене. 

На основани точныхь опытовъ, еспи желательно считаться с 
остающимися деформащями до предфла пропориюнальности, то можно 
принять, что относительное остающееся удлинене для желЪза и стали 
составляеть отъ ОДНОЙ до полутора стотысячныхь на 
каждыя 1000 кгр. на кв. см. напряжен! я. 

Выше уже было замфчено что за предфль пропорнюнальности 
можно принимать для мягкаго желфза 1800 к./см,?, для стали 2500, 
и т. д. възависимости отъ твердости матер!ала. 

За точкою а кривая удлиненй уклоняется къ оси абсциссъ, обрё- 
образуя выпуклость къ оси напряжен!; стало быть удлиненя начи- 
наютъ расти быстрёе нежели нагрузка и напряжене и за точкою В, 
называемою иногда критическою точкою, даграмма обращается 
на нфкоторомьъ протяжени, до точки е — въ прямую, параллельную 
оси абсциссь, что показываетъ, что происходитъ удлинене бруска 
безъ увеличешя нагрузки. Такое удлинеше, при постоянномъ напря- 
нени, называется теченемъ металла, такъ какъ напоминаетъ явле- 
не, происходящее напр. при течещи пластичныхъ т®лъ; лимя фе въ 
свою очередь называется лин1ей теченя. 

Очевидно въ этотъ перюдъ связь между молекулами металла раз- 
страивается. За точкою  металлъ какъ бы приспособляется къ своему 
состоянйо, онъ снова начинаетъ сопротивляться растяженйо и соотв т- 
ственно этому кривая постепенно поднимается. При переходЪ ерезть 
критическую точку, на поверхности растягиваемаго бруска, особенно 
если она полирована, начинают появляться, сначала въ единичномъ 
числ, а затЪмъ группами косыя прямыя—лин]и Людерса, прибли- 
зительно подъ угломъ въ 60° къ оси бруска. 


Фиг. 72. 


Эти лини представляютъ сдвигь по плоскостямъ спайности кри- 
сталловъ желЬза. ЗдФсь очевидно мы находимъ подтверждене въ су- 
ществовани въ наклонных сЗченяхъ скалывающихъ налряженй. Что 
касается до того, что уголъ наклона не соотвЪтствуеть углу въ 45", 
при которомъ получаются тахт, то это можеть зависёть отъ формы 
кристалловъ. 
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Растяжене по длимЪ бруска перестаетъ быть равномёрнымъ по 
зсеН его диинЪ, оно сосредоточивается обыкновенно въ одномъ мЪств, 
въ которомъ въ скоромъ времени можно отличить образован мёстнаго 
<уженй, называемаго шейкою. Фиг. 73. Кривая на д'аграмм® сначала 
постепенно повышаясь, затёмъ поворачиваетъ параллельно оси удли- 


Фиг. 73. 


ненй. Когда обнаружилась шейка, нагрузка можетъ быть осторожна 
уменьшена, причемъ брусокь продолжаетъ вытягиваться и наконець 
разрывается, при большемъ или меньшемъ, взависимости отъ мате- 
р!ала, сужени шейки. 

Такимъ образомъ отъ точки в кривая на даграммЪ уклоняется внизъ. 
Очевидно, что предфль временнаго сопротивленя выразится (при откла- 
дыванм по оси ординатъ напряженй) ординатой, соотв5тствующей наи- 


Фиг. 74. 


болфе повышенной части даграммы. Такъ какъ наибольшая орди- 
ната сохраняеть свое постоянное значене въ продолжени н®кото- 
раго времени, то терминъ временное сопротивлеше является вполнб 
умЪстнымъ, Наконець, когда карандаиь достигаеть н®которой точки 
{, происходить разрывъ бруска. Вс® ‚результаты испытан главнЪй- 
иихъ матераловъ указаны подробно ниже, здЪсь упомянемъ лишь, что 
для желъза это составляетъ обычно отъ 33 35 киля. на кв. мм. 
(3300—3500 к„/см.?) до 42—45 кил. ма кв. мм, для стали отъ 45 до 
70 и выше, достигая иногда до 120—150 к/мм? (для стальной прово- 
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локи). Что касается уплиненя, то оно составляетъ для жел®за отъ 
16%}, до 339], для стали можеть достигать тёхъ же предфловъ, быстро 
падая съ увеличешемьъ твердости стали, т. е. съ возрастащемь пре- 
дла временнаго сопротивленя #. 

Выше уже было упомянуто, что относительное удлинене $ при 
растяжени бруски за предЪиами упругости не есть величина по- 
стоянная. 


ао оиталь даль А аз 


: а 


| га. 4. 5, 5.7. & 5.46.1, 12.13.44. 15. 46. 19.18.19, 20,21.29,93.23. 25,26, 21.28.29, 30. 
Фтлоадл о фимилия Яруощаь йзеат Чем, 


фиг. 75. 


На фиг. 75 представлена графическая зависимость распредфленя 
$ по всей длинф бруска, изъ которой видно, что наиболышее удлинене 
происходить въ м$ст шейки, причемъ въ этомъ м%ст$ длина въ мо- 
ментъ разрыва удваивается. 

Если на дтаграммв растяженй фиг, 71 продолжить пунктиром 
линию ой, то эта линя опредзлитъ собою предфлъ упругой деформа- 
ЦМ при полной деформащи бруска за предЗлами упругости. Такъ напр. 
н®которая точка 9 на даграммВ соотвЪтствуетъ полному удлиненио 
(относительному или абсолютному} 90, при извфстной нагрузкЪ Р 
{на фиг. 71 около 2700 кгр.), которое складывается изъ упругаго удли- 
неныя о, # и неупругаго йу. 

Законъ, указываемый пунктирною прямой оа, ныражающИ что за- 
висимость между упругими деформащями и напряжен! ями 
одинакова по 0б% стороны предзла упругости носитъ назва- 
не закона Герстнера. 

На фиг. 71 изображена такъ сказать идеальная даграмма для 
желфза, Въ дБйствительности даграмма не получается въ вид% такой 
правильной лини и на ней можно бываетгъ замВтить волнообразныя 
извилины зависящя главнымь образомъ отъ дЪйствя разрывающей 
машины. Такъ на фиг. 76 изображенъ участокъ даграммы для литого 
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желфза изъ опытовъ Баха. Наибольшя извилины вблизи предёла упру- 


гости получаются отъ колебанй ры- 
чага испытательной машины, уравно- 
вЪшивающаго приложенную къ образ- 
цу нагрузку, вслЪлстые внезапнаго 
ослаблемя сопротивлейя бруска за 
предЪломъ упругости, Иногда въ этихъ 
случаяхъ, какъ это и сд®лано на чер- 
теж, отм®чаютъ такъ наз. верх- 
НЕЙ и нижн!Й предфлы упругости. 
Даграмма для мягкаго желёза са- 
мая полная. Для болфе твердыхъ сор- 
товЪ, т, е. для стали съ постоянно 
возрастающимъ количествомъ угле- 
рода даграммы становится все упро- 


бен помола, 


Мизьюь 2244730 
= Зала нм? 


4:33 


с 
5. 
С 


ем уалииналийй 


Фиг, 76, 


щеннфе, Такъ, сначала въ даграмм\, теряется участокъ лин течены, 
который отсутствуетъ уже вЪ мягкой стали, затфмъ сирямляется конецъ 


А 


РИ 


80 


и 


60 


50 


5 


3 


#0 


40 


Ось момролеель И въ кадр. на ке мм. 


Г дей эле 


5 46а 0. 9. 61 


$ 20.20 44. 96, 2%, 30. 


Ось отиинооллмьмлникь  ддимилачиядай въ 2 


Фиг. 77. 


маграммы, причемъ на образц? при разрыв 


шейка обнаруживается слабо, 


и наконецъ въ стали средней и твердой, она почти воисе отсутствуетъ. 
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Вм$ств съ тЪмь линя даграммы все болфе и бол%е повышается 
и становится все короче, что соотвЪтствуетъ увеличено временнаго 
сопротивлен/я и уменьшению удлиненя. 
Повышается также и точка перегиба, т, е. предёль пропоршеналь- 
ности или практическ предьлъ упругости, сохраняя все время свою 


$=0,254= 
Ось относил льна уали. 


Фиг. 79. 


величину въ предблахъ 0,5 до 
0,6 отъ предфла временнаго 
сопротивленя. ВсЪ эти изм5- 
ненйя наглядно видны на фиг. 78. 

Линя растяженя для чу- 
гуна имфетъ выпуклый видъ 
какь это изображено на фиг. 
79. Для чугуна характерно, 
что остающся деформащи 
получаются уже при самыхъ не- 
значительныхЪ напряженяхъ 
(напр. при 2 к.|мм.? остаю- 
щееся удлинеше около трехъ 
стотысячныхъ). Лия остаю- 
щихся деформаций изображена 
пунктиромъ. Что касается до 
относительнаго удлинен!я въ 


моментъ разрыва, то оно весьма мало и не превышаетъ 1/.94. 


|. ма ЯЗ. м. 


мии 6 


Ось неьмьлзня 


А 


аль 


6% 20. 


Ось опиляю сила льнинлкл удлинения, вт 


Фиг. 80. 


40, 52 


30. 


На фиг. 80 указаны даграммы растяженя бронзы м8ди и латуни, 
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заимствованныя изъ опытовъ Баха *). Предфла пропорщональности для 
этихЪ металловъ не существуетъ, т. е. формула Гука непримнима, о 
чемъ указано уже выше. Предъла, упругости въ томъ смыслЪ, какъ 
он`ь понимается для стали и желЪза ме существуеть, но въ качество 
предфловъ, до которыхъ можно примнять формулу Баха (21) для 
зависимости между а и 1 можно указать для латуни 5 к./мм”; для 
мфди 7 к./мм.? и для бронзы 8 к,/мм.?. 


30. Испытане другихъ матер!аловъ, 


Остается сказать н®скольхо словъ объ испытаны на растяжена 
другихъ матераловъ. На фиг. 77 указана форма. образца м его за- 
кр$плеще при испытани на раз- 
рызь камня. Что касается да- 
траммы, то въ $ 5 уже указано, 
что ома получается, въ предв- 
лахъ упругости, въ видЪ нёкото- 
рей кривой лини, обращенной 
выпуклостью къ оси напряженй. 

Этотъ видъ даграмма сохра- фиг. 80. 
няетъ и за предёлами упругости, 

Нельзя не указать, что при растяженм камней можно сразу наб- 
людать остающуюся деформацию. Это наглядно видно на чертежё 


Ось оуино сиьллиило ры у 
Фиг. 81. 


фиг. 81, ГАЪ представлена даграмма растяжешя гранита. Впрочемть, 


%) Серы опытовъ надъ бронзою описана въ 2ейзсНМ 4ез Уегетез Чви- 
зеНег пкелюиге 1899 стр. 354; 1900 стр, 1745; 1901 стр. 177. 
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какъ видно изъ даграммы, до напряжешя меньшаго 7 к.|см?, остаю- 
щёся относительныя деформащи не превыщаютъ стотысячныхъ долей 


и маграмма можеть быть замфнена прямою, т. е. для расчетовъ мо- 


в жетъ быть примфненъ 
Фродо эру законъ Гука. 
ыы | На фиг. 82 указанъ 
ИО прямоугольный образець 
. примЗняемый при испы- 
Фбпроромь мумий тани на разрывъ дерева, 
г \ При примфнени круглаго 
образца, слЗдуетъ оза- 
ботиться устройствомъ 
Эросвоиииль узласмало образии. большихъ головокъ, для 
предотвращеня — скалы- 


С ваня ихъ. 


Шаграмма растяженя 
дерева получается почти 
совершенно прямая до 
самаго разрушены. Сл%довательно при растяжени дерева предфлъ 
пропоршональности видимо совпадаеть <ъ предбломь временного 
сопротивленя. По опытамъ Шевандье и Вертгейма остающаяся 
деформашя получается уже при самыхъ малыхъ напряженяхъ, но до 
величины равной пяти стотысячнымъ оть первоначальной длины 


фиг. 82, 


{ 
х 
цо 58] : , 
{ 375 ар: ами, 1 


2120000 бий 


0,9003 - 
8,000936 


Ясь очиласм уп едизм, помня, & 


Фиг. 83. 


{что соотв®тствуеть напряженйо напр. сосны около 2/, отъ времен- 
наго сопрот.) она ничтожна, а затёмъ быстро возрастаетгь. Такимь 
образомъ несмотря на отсутстве рёзкихъ признаковъ въ предфлахъ 
пропорщональности и упругости, можно ихъ практически принять, 
равными согласно опытамъ Тетмаера и другихъ въ предЪлахт 0,3 до 
0,4 отъ вр. сопротивленя. 
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Испытане на разрывъ различных другихъ органическихъ матера- 
ловъ, какъ напр. кожи, сукна, полотна (брезента) производится вырв- 
зывашемь изъ этихъ матераловъ полосокъ бпредфленной длины и 
ширины. Даграмма для всЪхъ этихъ тЬлъ характеризуется отсут. 
сттемъ прямолинейнаго участка и малыми предфлами на протяжени 
которыхъ можно было бы примЗнить законъ Гука, хотя бы условно. 
Равнымъ образомъ предфлъ упругости въ подобныхь тФлахъ или с0- 
вершенно отсутствуетъ, или очень малъ по сравненю съ предЪломъ 
временнаго сопротивленя. 

На фиг. 84 изображены (по Гартигу *) щаграммы деформащи слф- 
дующихъ матераловъь 1) ватманской бумаги, 2) хлопчатобумажной 
нити, 3) шелка, 4) телячьей кожи 5) гребной шерсти; 6} военнаго 
сукна по основ и утку и 7) войлока изъ кроличьей шерсти. 


$ 


иАоселядлл, 
я 


Фо менее 


до 80% ВИН 565% 30%  #3250% 
Ось си сми лльыхь зом А. 


Фиг. 84. 


Всф даграммы построены такъ, что масштабъ относительных 
удлиненй у нихъ общ, а масштабъ напряженй разный, причем 
именно онъ выбранъ такой, чтобы временное сопротивлене для вс хъ 
матераловъ выражалась одной ординатой. 


31. Опыты на сжат4е, 


При производств олытовъ на сжал{е особенное внимаше должно 
быть обращено на равном®рное распредфлен!е давленя на поперечныя 
сВченя образца, а равно на соблюдеше относительно небольшой вы- 
соты образца. Первое необходимо для того, чтобы имЪть теоретиче- 
«4 случай продольнаго сжат, такъ какъ иначе можеть получиться 


2) СлШавелеиг ХХХ Ней. 2. 
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или такъ наз. случай внЪцентренной нагрузки [сложная деформаця 
сжая или изгиба] или просто сжат и скалыване кромокъ образца; 
второе требоване должно обеспечивать отсутстйе выгиба въ сто- 
рону, т. е, въ поперечномъ направлени, что получается при значи- 
тельной длин® и носитъ назваще продольнаго изгиба, Для равном$р- 
ности распредфленя давлеНя, по крайней м®рЪ одна изъ подушек, 
передающихъ давлене на образецъ должна имЪть соприкасаше съ 
мащиной по сферической поверхности, какъ указано на фиг. 85. Что 
касается до размЪровъ образца, то обыкновенно 
примВняются образцы кубичесие для дерева, 
камня, цемента, бетона и циливдричесще для 
металловъ, при относительной длин® цилиндра 
не свыше 4—5 даметровъ, при чемъ не слф- 
дуетъ забывать соблюдене подоб]я фигуръ, при 
испытанм образцовъ разныхъ разм®ровъ. При 
испытани, до предЪловъ упругости, явленНя ни- 
чфмь не отличаются отъ таковыхъ же при растя- 
экещи, причемт обыкновенно предфлы упругости 
при растяжении и сжатм между собою весьма 
близки, Исключеще въ этомъ отношени предста- 
вляютъ камни, (естеств. и искусств.) и чугунъ. 
фиг. 85. За предвлами упругости явлешя получаются раз- 
нообразныя для различныхь матераловъ, какъ 
по внЪшнимь признакамъ, такъ и по существу, причемъ сжат и па 
условшямъ опыта и по свойствамъ матерала уже вовсе не можеть 
быть трактовано какъ сближеше двухъ смежныхь поиеречныхь съ- 
ченй, а представляется явлемемь значительной и какъ сказано раз- 
нообразной сложности. ° 

Во-первыхъ спещальныя условя оныта заключаются въ томъ, что 
при нажали плашекъ (подушекъ) на образець, вь плоскостяхь ихъ 
<оприкасашя съ образцомъ возникаютъ силы треня, мышающя попе- 
речному уширешю образца по его концамъ. До предзловъ упру- 
тости, пока вообще говоря сжимаюция силы еще относительно не ве- 
лики, вщяще силъ трещи не вноситъ существенной перемны въ те- 
оретическ И случай сжатя, но за предзлами упругости, дВйстве силъь 
тренёя весьма существенно и обнаруживается характерным образом 
какъ для хрупкихъ, такъ и для вязкихъ матераловъ. 

Во-нторыхъ особыя свойства матераловъ заключаются въ том, 
что постепенно возрастающее сближен!е частиць еще не обусловли- 
ваетъ собою разрушеня. Изъ повседневныхь наблюден напр. изв- 
стно свойство матераловьъ уплотняться при сдавливани и прюбр®тать 
большую крфпость (вата, бумага). Подъ больщимъ давлешемъ нЪко- 
торыя порошкообразныя тфла обращаются въ твердыя. Металлическй 
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шарикъ, помфщенный въ жидкость подъ громаднымъ давлешемъ не 
можетъ быть разрушенъ. Изм нен{е твердаго твла отъ дав- 
лен!я, какъ такового, заключается въ переход% его въ 
другое состоянге. 

Напр. зязюе металлы подъ болыпимъ давлешемъ могутъ быть обра- 
щены въ жидкое тзло, причемъ дальнЪйшее измзнене ихъ формы бу- 
дутъ происходить безъ возрасташя сжимающей ихъ силы. Если напр. 
заключить металлъ Въ цилиндръ съ небольшимъ отверсЧемь и подвер- 
тать этотъ металль сильному сжатию подъ поршнемъ, то при опре- 
дфленной величин силы онъ начнетъ какъ жидкость, вытекать 
изъ отверст!я, причемъ величина сжимающей силы можеть 
оставаться постоянной. Подобное явлеше текучести уже было за- 
мЪчено въ описащи опытовъ на растяжени, когда за предвлами про- 
порщональности, или при переходЪ череаъ критическую точку, появля- 
лось удлинеше образца безъ наросташя силъ. 

Ввиду сказаннаго, предфломъ временного сопротивленя, ло край- 
ней мЪрЪ для вязкихъ металловъ, слфдуетъ строго говоря считать 
напряжене, соотвЪтствующее началу текучести. 

Во всякомь случа пластичные матемалы при сжат, особенно 
ввиду ихъ небольшой высоты, легко могутъ быть обращены въ ле- 
пешку, причемъ стало быть площадь соприкасан!я ихъ съ подушками 
возрастает» настолько сильно, что фактически нормальное напряже- 
не въ поперечныхъ сЪченяхъ съ увеличещем» сжимающей силы лере- 
станетъ подниматься, 

Всв эти обстоятельства, обусловливаюния сложность явленя въ 
опытахь на сжате, имвотъ слфдствемъ, что опыты на сжатие надь 
металлами не получили въ техник болыного распространеня, и при- 
иъняются главнымъ образомь лишь для испытаны камней м де- 
рева. Кромф того и на результаты исиыташй, выражаемыя числами 
временныхь сопротивленй, слфдуетъ смотрфть какъ на величины 
условныя, характеризующия главнымъ образомъ относительныя 


качества матераловъ. 


32. Сжате пластичныхъ метанловъ, 


На фиг. 86, указаны образцы сварочнаго и литого желЪза, дефор- 
мированные сжатемъ за предфлами упругости. 

За предфлами упругости матералъ сильно раздается яъ сто- 
роны—выпучивается (расплющивается); въ плоскостяхъ соприкоснове- 
ня съ подушками силы трешя задерживаютъ расширене, вслёд- 
стве чего выпучиване получаетъь бочкообразную форму. Особенно 
наглядно обнаруживается это при сжат свинца, какъ это видно на 


фиг, 87. 
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Даграмма сжа’я имфетъ до предЪла пропорцюнальности совершенно 
тать же видъ, что и при растя- 
жени. За предфломЪъ пропор- 
цюнальности кривая вслёд- 
ств возрастаня деформаци 
поворачиваетъ въ сторону оси 
сжатя, однако вслфдств!е того, 
что затёмъ прекращается ин- 
тенсивное поперечное ушире- 
не, сопротивлеше сжатио на- 
чинаетъ возрастать, причемъ 
кривая снова ловорачиваеть къ 
‘фиг, 86, оси напряженй. Такимъ обра- 
зомъ получается 8 образный 
изгибъ кривой. Легко показать, что восходящая вЪтвь кривой слВдуетъ 
гиперболическому закону. При 
этомъ сжимающая сила пере- 
стаетъ возрастать. Наступле- 
нЕ момента, когда сжимающая 
сила перестаетъ возрастать с0- 
отвётствуетъ началу текуче- 
сти и металлъ обращается въ 
пластическое состояне. 
Текучесть обусловливаетъ 
собою лостоянное напряжен!е, 
причемтъ объемъ тЪла съ нача- 
Фиг. 87. ломъ текучести сохраняется 
постоянным ь ибо частицы на- 
ходятся въ равнов®сномъ состоянми. Напряжен!е ке получаемое дфле- 
немь скимающей силы на первоначальную площадь сЪченя воз- 
растаетъ по гиперболическому закону. Фиг. 88. 


Пусть & и ®; длина и площадь поперечнаго сЪчеНя сжимаемаго образца, 
зъ моменть когда сжимающая сила Р обратится въ 2, при которой металль 
начинает течь и напряжене составляетуъ ,. При сл6дующемъ дЗйстви силы Р 
объемт» образца и; = сала’. Назовемь й — Ари ®-- Аш, длину и площадь 
образца въ н®который моментъ пластическаго изм8нешя формы при н%кото- 
ромъ значени силы Р-= 2. Очевидно 


@, — 411 (в, + Ав) == ай, 25 вы, 


Отсюда 
к 4, &_ а 
®, 1 А. 2 
Относительное увеличеше площади поперечнаго сфченя образца 


Ао , 
Г 
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Согласно предыдущему, отношенй 


Откудаполагая о ==о.. 
“+ ;03. 

А, -Р (2) 

согласно 


и 
Замвняя 

при Р, от- 
най- 


Р.= 


{1} коэфф. 


ношенемь 


=. 
Ван 


демъ 


Изъ выведеннаго со- 
отношеня видно, что при 
сокращени длины при 
пластическомь состояни 
тёла, сжимающая сила 
вслдстве — увеличешя 
площади образца возра- 
стаеть по гиперболиче- 
<кому закону; это па- 
тлядно видно на чертеж 
ГАЪ представлены  да- 
граммы, заимствованныя 
изъ опытовъ Унвина, 

По абсциссамъ отло- 
эжены относит. удлиненя 
{въ 9, а по оси орди- 
натъ напряженя в= 
=: гАВ ю перзо- 
начальная площадь с%- 


сз 


бе КИ: 


=_= 


ги мор 


Ав. 


Свинец 
и ие 


и в ы в 


9 
Ось стллу. у лличаиниий 


Фиг. 88. 


ченя, т, в. эти ординаты пропорщанальны сжимающей сил% Р. Если 
вычислить значеше фактическаго сжимающаго напряженя при пластическомъ 


состоящи металла, т. 


то согласно (2) 


Предфль начиная съ котораго это инфетъ мёсто, соотвАитствуеть точк® 


кривой сливающейся съ гиперболой. 


33. Сжале чугуна. 


Чугунъ испытывается въ видф небольшихъ цилиндриковъ или ку- 
биковЪ высотою въ 3 см. [По установл. Межд. Конгр.]. 
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При сжами можно замбтить также н®которое бочкообразное вы- 
пучиванще, хотя и менфе развитое. Разрушене происходить по наклон- 
ной плоскости. Припоминая сказанное о касательныхъ напряженяхъ 
при растяжени и сжати, можно заключить, что разрушеше происхо- 


Фиг. 89. 


дить отъ сдвига, достигающаго предёла временного сопротивленя, ка- 
ковой ниже нормальнаго напряжешя, могущаго возрастать весьма 
значительно благодаря отсутствио текучести. 


обои -——_ы 


410 


307 


КЛАЙ 31 к. ме ке. см. 


ее натуравн 
Я 


Фиг. 90, 


Даграмма сжат я чугуна имзетъ совершенно тоть же видъ, что 
и при растяжени, не исключая и появленшя сразу остающихся дефор- 
мащи. На фиг. 90 представлено даграмма заимствованная изъ опытов 
Ваха, Если сжимать вторично образець, то остающихся укороченй 
уже не происходитъ. 
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34. Сжат{е камней, цемента, бетона. 


Камни, какъ искусственные, такъ и естественные принадлежать 
къ матераламъ хрупкимъ, распадающимся при большихъ давлемяхъ, 
въ отлише оть пластических тБлъ, переходящихь въ текучее состоя- 
не. ВнЪицитя явлешя при сжал здЪсь также имбютъ иной харак- 
теръ. Въ этомъ случа еще болЪе, чёмъ выше, иметь вляне треше, 
происходящее между подушками машины и плоскостями испытыьвае- 
МАГО образца. Если вспомнить сказанное о приведенномъ напряжени 
(и слфдовательно деформащи), при сжиманм бруска не только про 
дольными, но и поперечными силами, то можно заране сказать, что 
деформащи при сжайи, въ 
частяхь кубика, лежащихЪ 
близь плоскостей соприкос- 
новеня съ подушками —бу- 
лутъ меныше, нежели въ точ- 
кахъ болЪе удаленныхтъ, т. е. 
въ средней части, считая по 
длииф бруска. Дъйствительно 
изъ фиг. 90, ГДЪ предста- 
вленъ разрушенный сжатемъ 
кубикъ изъ песчаника, видно, 
что при разрушени выкра- 
шиваются части, въ которыхъ 
поперечное расширеше при 
сжати ничЗыъ не стБснено, фиг. 90. 
такъ что по разрушенм ку- 
бика остаются нераспавшимися дзЪ пирамиды, сложенныя своими 
вершинами. Совершенно подобное же явлене наблюдается при раз- 
рушеныи цементныхъ или бетонныхь кубиковъ. Образованию наклоч- 
ныхъ плоскостей, ограничивающихь объемъ остающихся пирамидъ 
повидимому способствуютъ скалывающя напряженя “, принимающя 
какъ выведено было выше свое наибольшее значене въ наклонныхь 
къ оси бруска подъ угломъ 45°—плоскостяхъ. При сжат!и бетонныхъ 
кубиковъ, плоскости граней пирамидъ весьма часто образуютъ именно 
уголъ наклона близкИЙ къ 45°. 

Иногда, для уменьшеня вмяня силъ трешя, прокладываютъ между 
образцомъ и подушками свинцовые или парафиновые листы. Но при 
этомъ происходитъ обратное явлене. При сжатми, пластичная про- 
слойка стремится—уширяясь—выдавиться, причем появляются силы, 
какъ разъ противоположныя силамъ треня при отсутстви прослойки, 
Эти, такъ сказать, центробъжныя силы увеличиваютъ поперечное рас- 
ширеше бруска и стало быть уменынаютъ его прочность. Всии т%ло 


С. Бобропены 
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пористое, то пластичная масса прослойки проникает въ поры и ока- 
зываетъ раскалывающее дЪйстве, на подоме клина, загоняемаго въ 
тЪло. Сопротивлеше камней при этомъ понижается иногда на 30 и 
даже 40%. Влыне скалывающихъ напряжений наглядио наблюдается 
при сжати мраморныхь цилинарикозъ. При этомъ передъ разруше- 
нНемъ появляется система наклонныхь къ направленно сжимающей 
силы линй и трещинокт. 

Для испытан камней обыкновенно примфняются кубики высотою 
въ 5 см., а при испытани цемента 7 см. При испытаны бетона въ 
жельзо бетонныхъ собружешяхь вЪ настоящее время берутся кубики 
с0 стороною въ 30 см., или въ 20 см.. 

О вляни формы и м8стнаго нагружешя см. ниже, 


35. Сжаме дерева. 


Дерево испытывается на сжате обыкновенно въ видЪ кубиковъ. 
Нормальнымъ является кубикъ съ ребромъ въ 7 см. При сжатии, сна- 
чала кубикь уменьшается на высот® упруго, т. е. по прекращени 
нагрузки возвращается къ первоначальной формЪ, а зат5мъ образень 
начинаеть какъ бы уплотняться и при дальнфйшемъ возрастани 
груза разрушается, причемъ образецъь уменылается по высот® безь 
увеличеня нагрузки. Характерный: нидъ разрушеня дерева представ- 
ленъ на фиг. 92 и 93. Верхняя часть какъ бы сползаетъ ло нижней по 
наклонной плоскости, или иногда какъ бы вклинивается, если являются 
двф взаимновстрёчающеся плоскости наклона. Такимъ образомъ и 
здЪсь весьма ясно вляне скальвающихь напряженй вь наклонныхь 


Фиг, 92. Фиг. 93. Фиг. 94 


съченяхъ. Это особенно понятно объясняеть разрушеше, такъ какъ 
дерево сопротизляется скалыванйо весьма мало, примфрно въ 4 раза 
менфе нежели нормальному напряженно. Иногда получается сочеташще 
разрушеня въ поперечной плоскости и какъ бы продольное откалы- 
ваше, какъ это видно на рис. 94. Наконець въ исключительныхь слу- 
чаяхъ дерево принимаеть какъ бы пластическую форму силющивается 
<окращаясь на 70—80%{, причемъ сжимаощая сила принимаетъ весьма 
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большое значене, Такое явлене напр. происходитъ при испытани 
буковаго дерева. 

Даграмма при сжати также какъ и при растяжени получается 
въ видЪ прямой лини, какъ до, такъ и за предфлами упругости. 


99|... ани в 


Де ый 


0сь помпрлочевля р ва сия 
5 


5 (4... д. 
30...20. Ея 86000 у. 
151. ИИА: | 

о о0ог - 6,6005 — РУЛИ > 


[ео удлинения 97 см. 


Фиг. 95. 


На черт. 95 приведена даграмма изъ опытовъ Баушингера 
[= 6 см, и а 65,9 см? |. 


Точка преджла упругости опредфляется прекращенемъ возвраще- 
ня образца къ первоначальной высот. Временное сопротивлене де- 
рева сжатНо по даннымъ Баушингера примёрно въ 2 раза меныше 
сопротивленя растяженя, 

О влмяни влажности и удФльнаго вфса см. ниже. 


ГЛАВА У. 
Результаты испытанйй на растяжене и сжатЕ, 


36. Механическая характеристика матер!аловъ. 


МБриломъ качества матерала, въ смысл сопротивлешя его растя- 
женно, должны были бы служить коеффишентъ упругости и предЬлъ 
упругости, такъ какъ пользоваться сопротивленемъ матерала, какъ 
уже указано было выше, можно лишь до предфла упругости. Однако 
въ виду наибольшей простоты испытаня, а равно и наглядности для 
конструктора, обыкновенно для механическихъ нфлей ограничиваются 
испытащемь на разрывь. При этом оцфикою магерала главныму» 
образомь является его временное сопротивлеше и его удлинене при 
разрыв. Опредфлене же количествь № и 4 производится лишь съ 
научною цёлью и объ этихъ испытаняхъ сказано ниже особо. Наи- 
большее практическое значене пр!обрЪли испытаня на разрывъ же- 
лфза и стали почему и остановимся на нихъ подробнъе. 

Согласно постановлению международной конференщи по испытан 
матераловъ, полныя механическя свойства матерала характери- 
зуются количествами Д, А, $ и сужешемь въ шейкз при разрывЪ, 
которое назовем 4ф. Коеффищентъ упругости Е опредвляется лишь 
при научныхъь испытаняхь. Въ дЪиствительности при техниче- 
скихъ испытащяхъ задачу упрощаютъ еще болфе и для испытан 
на разрывъ опредфляюте при оныт% (для металловъ): 

1) Натрузку соотв тствующую разрыву. 

2) Приращене длины бруска. 

3) Толщину и илощадь вт, мёст® разрыва. 

Для дерева и др. органических тЪлЪ ограничиваются первымъ 
пунктомъ. 

По нагрузкз Р соотвВтствующей разрыву опред®ляется временное 
сопротивлене 


д ® всегда первоначальная (до испытания) площадь поперечнаго 
съченя бруска. Для металловъ обыкновенно это напряжене выра- 
жаютъ въ кгр. на ка. мм., а для прочихъ матераловъ-—на кхр. на кв. см, 
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Приращене длины обыкновенно выражается въ %5 отъ первона- 
чальной длины. Если длина посляЪ разрыва бруска получилась 1, то 
{при первоначальной длинЪ 1). 


2, = 100. 


Удлиненще обыкновенно отмзряется слфдующимт образомъ, 

Если брусокъ разорвался не въ 2—3 среднихъ дВлевяхъ, то длину 
1 =1-+ 4 получаютъ споженемь трехъ чиселъ: 1) длины одного дф- 
леня въ мЗстЪ разрыва, т.е. 0—1, 2} отсчитывая въ сторону наиболфе 
длинной части, т. е. напр. отъ сченя № влфво число дБленй я — 1 
гДЪ и число расчетныхь дёленй, напр. 9 для бруса съ расчетною 
длиною въ 200 мм., 3) отсчитывая отъ той же точки $, въ ту же сто- 


рону . дфленм, т. е. напр. въ томъ же случаЪ 10 дфлен 


Такимъ пу- 


темь получаемъ 


ода $ 
еловые 
и 
Фиг. 96, 

Это дълается съ цфлью уничтоженя вляня на удлинеше конце- 
выхъ частей близь головокъ. 

Совершенно аналогично относительному удлиненио вычисляется 
вЪ и! и относительное съужене 4. Если первоначальная площадь по- 
перечнаго сфченя была ®, а площадь поперечнаго с%ченя шейки въ 
мЪст8 разрыва ®,, то относительное съужене 


По техническимъ услошямъ для премки матераловъ, опредзлене 
суженя требуется также въ исключительныхь случаяхь, такъ что 
въ концз концовъ, при техническихъ испытамяхъ на разрывъ олре- 
дфляются В, ифа на сжате лишь 2,. 

ВсЪ основныя механическя свойства матераловъ указаны вт ц%- 
ломъ рядж приведенныхь ниже таблицъ. 

Въ таблиц 4 приведена характеристика всЪхъ сортовъ желфза 
и стали, съ указашемъ ихъ главнФйшаго употребленя. 

Для каждаго сорта указано количество содержаня углерода, такъ, 
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Таблица 4. 


Классибикащя жел8за и стали по ихъ механическимъ свойствамъ и 
главифйшему примфненю въ практик. 


—=— =_= 2. т. 
188 | 
ЕЕ Ее р 
Сталь или | ГлавкфИшее употре-!'# 8, 8Я : . 
"АН | 85. } Свойства. 
келЪзо. блеше. Е мое 
св 
| 
. И - 
| 
1| Мягкое. | Подковные гвозди, | п, 
: проволока .. 0,05 30—35 35-25 ] Ы 
о я 
|: 2} Среднее, | Заклепки, пров.гвоз- | ЕЕ 
ыы | ди, котел. листы, ; БЕ 
= фасоны, и сортов, НЕЕ 
ш желвзо..,. , [0,05—0/0, 33—40 ( 30-20 ЗЕ 
= | : ЕЁ - 
я | : Е 
3.| Мостовое/ Листы и фасон. про- . & 
{ | `филя для мостов. 0,10—012 37-45 | 25—20 
| | | | 
4| Очень Поковки, лопаты, : | Плохо сва- 
иягкая. | обыкнов.  прово-` | ривается 
| лока, отливки . , 0,14—0,20 40—50 | 27--18 | мало зака- 
зивается. 
5! Мягкая. | Оси,ружейные ство- : : Не сварка, 
ыы лы. 0,20—0,35° 50-60 | 20—15 | мало зака- 
В | ливается. 
=1|6.| Средней | Рельсы, бандажи, | | Не сварив. 
твердости.| плуги, косы, ножи. |0,35—0,50 60—70 | 16—12 | хорошо 
закалив. 
< 
71 Твердая. | Рессоры, проволока, | ; 
| пружины, клинки, | | @ 
молотки .° [0,50—0,65; 70—80 | 15-9 | Я 
ыы Я. 
р ВЕ 
8, Очень Спиральныя пружи- В | | 8 
©} | твердая. ны, р%®заки, на- | Е 
| пильники., ... .0.60—0,70] 80—90 865 | ва 
| = 
} 828 
9! Высшей | Спещальные р8жу- | | м 
| твердостий ще инструменты и ня 
| пружины, иголки . 0,70-1,00] 90—100] 6—1 
| 
й 1 
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каюсь отъ этого главныЪ5йщимъ образомъ зависить твердость стали и 
желфза. Подробныя свфдъНя объ этомъ указаны въ главф ‹ см. 

Болфе подробная характеристика, такъ наз. «литого металла» 
{какъ среднее изъ ифкотораго часла опытовъ) съ указашемь сопро- 
тивленя неё только растяженио, но и сжато, а также соотвЪтствен- 
ныхъ предфловъ упругости и сужения указания въ таблиц» 


Таблица 5. 

Временное сопротивлен и предфлы упругости (пропорщональности) для 
разныхъ сортовъ стали на растяжене н сжат. 

по Баушингеру- Напряжене въ 


стиженты Сх 


я 5 Га Я= за = 
За ьеЁ Гав | 2 а ВЁ 
ВЕ ао | бриз 
Ва чате | 9=в| #8 => 
ВЕ | ЗЕ ЗЕЕ ЕЕЗ| ЗЕ | Е 
мб ЕН ЕЕ |ОЗа] ВЕБ 
В, И м, | 4 
| +3 | 25 258 | 501 478 277 
Жельзо п мягкая 
йа сталь. | чт ЗАЛ 20 58,3 53,9 зо 
538 345 182 | 6595 63 | змя 
Сталь средней ] 555 33.0 176. ТМ 617 А 
| 

тердости. | 629 375 137 803 655 | эл 
67 375 и: 809 731 57 
|| 73 429 | 836 | 8 400 

Твердая сталь. | 


830} 487 | 65 90 089 500 
Прим внан!е. Образцы дая ская нафли отношеще длины къ тол- 
щин%® равиое 3. 
Средиее значеше коеффищента упругости для Указанныхъ сортояъ 
стали (при растяжени} 
№ =: 22375 к.рмм.:, т. е. 2237500 к./см.* 
Среднее отношене предъла пропоршональности при растяжени 
къ временному сопротивление разрыву составляетъ вл этихь опытахъ 
а 
В 


= 0,615. 


37. Полная удфльная работа растяжен!я. 


Для сужденя о строительныхъ качествах, желфза и стали необ- 
ходимо обращать внимане одновременно на его сопротивляемость 
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на тягучесть. Очевидно, что независимо отъ сопротивляемости, увфрен- 
ность въ прочности металла будеть т$мъ большая, чёмъ больше бу- 
деть металлъ передь разрущещемь вытягиваться, Воть почему обык- 
новенно по «нормам для испытанйя матергаловъ» требуется опред\- 
леме или такъ называемаго качественнаго числа (у насъ на- 
прим$ръ), или работы затрачиваемой на разрывъ бруска (напр, въ 
Швейцарги). Подъ качественнымъ числомъ подразумЪ вается количество 


А, + 28). 


По нормамъ принятымъ въ Росфи обыкновенно требуется чтобы 
качественное число было (Нормы Мин. Пут. С.) 


Для сортового желёза. ......В + 2776; 
» мостового —› и... В 21786; 
» заклепочнаго и котельн. жел. . Л - 21790; 
» стали рессор. и бандаж. .._Н-- 2 790; 
» рельсовой ......... 27582 


итд 

Работу. затрачиваемую на разрывь всего проще вычислить по 
Диграммв растяженй. Выше уже было указано для упругой дефор- 
мащи, что площадь между даграммой, ординатой ограничивающей ту 
или пругую часть кривой и осью удлиненй выражаетъ работу дефор- 
маши, Примняя это ко всей даграммЪ мы получимъ полную работу, 
затрачиваемую на разрывъ бруска. Если по оси ординатъ отклады- 
дывались уситя, а по оси абсциссъ абсолютныя удлинены, то работа 
выразится такт: 


Ф=ь. РМ 


гдБ р есть нЫкоторый численный коеффищенть очевидно меньший 
единицы, такъ какъ онъ обращается вт, единицу лишь если даграмма. 
на. всемъ протяжени будетъ параллельна оси абсциссъ и вь разсто- 
янм отъ этой оси Л, 

Если откладывались напряженя и относительныя удлиненя, та 


произведене 
р м 
"В 


выразить собою единицы слфдующаго изм®реня 


гр. см. един. работы 


см’. см. — един. объем. 


т. е. работу на кв. см. объема бруска. Такимъ образомъ получается 
количество, независящее отъ разм®ровъ бруска. Изъ черт. 9$ легко 
вывести численное значене коеффишента }ь, если замёнить щаграммную 
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кривую нфкоторой пунктирной кривой ограничивающей приблизи- 
тельно туже площадь. (Тогда 
получимъ площадь прямоуголь- 
ника и площадь, ограниченную 
кривою, которую можно принять 
за параболу). 

Въ такомъ случа, теорети- 
ческая площадь работы на 1 куб. 
см., — затраченной на разрывъ 
бруска будетъ: 


очеонанаимь уда. >: 


. 2 ; 
Ти == (И) В 
3 Фиг. 97. 
по упрощению и сокращению этого выраженя 
„= 8+4), 
что можно представить такъ; 
1 . . 
1. =з (? +2] В=ь. 


Отношене предфла упругости къ временному сопротивлению для 
эсякаго экелъза заключается въ предфл® отъ Е до 5. Подставляя 
эти значешя въ выражене для р найдем 


Съ точностью до 3,3%), можно положить: 
наз == 0,833 ВЕ. 


Крайня наибольшя и наименьшя значеня для желёза и стали сто- 
яния подъ №№ 2, би 7 въ таблиц № 4 будутъ 


т Рае и НЯ Ти 


№№ МАТЕР!АЛЫ. 
въ кгр, см. на кб. с; 


2 Литое жел 0... .... 616 —- 1000 
5 Мягкая сталь. о... 625 — 1000 
7 Твердая сталь о. 625 — 1000 


Изъ этой таблички видно, что полная энерМя, заюиочающаяся въ 
экелЪзЪ и стали съ различною твердостью приблизительно одинаковы. 
При дальнёйшемъ увеличени твердости стали, энергя эта понижается. 
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38, Данныя испытан?я для разныхъ металловъ, 


Въ табиниз 6, указаны характеристическя данныя для спещаль- 
ныхъ сортовъ стали и всЪхъ лрочихъ металловъ или сплавовъ, упо- 
требляемыхъ въ строительномь дЪл и машиностроенм. 


Таблица 6. 


Временное сопротивлеше и предфлъ упругости (пропорщональности) для 


главнЪйиихъ металловъ. 


| Напряжены въ кгр. ва ко. мы, 
Растяженге. Сжатие. 
| МЕТАЛЛЫ: ЗЕНеая бы Вь |188 РЕ 
| ЕЕ ВЕЫ СЕВ ЕЕ ЕЁ ЕЕ 
: Ван ОНае ВН ЕЁ РЕ 
| НЕЕ ЕРЕЕЕЕЕЕА Ва 
83 ааа ЕЁЛ ЕЯ 
[25° 2 5. Е ОЕЕФНО ОЕ 
я. | дц. | ый и и: 
ра Е Г Е ОКИ пин 
1 ‘ Стальн. проволока . | 100 4, - _ 0,40 И 
2 | Никкелев. сталь. .| 60: 3 - 25 | | - | - 
3 | Тоже закаленная, ‚| 120. 181 — |110 | 00| - | - 
4 - Хромо ник, сталь 70 | 492: - 17 | 00| - | - 
$ Тоже закаленная. .| 122) 17| — || 08| - | - 
© чины ее Вр 6 бб | | |9 6” 
7 | Красная вбдь...| 13| 000025 ор |3 
$  М®дная проволока. | 40 '|°12 | 0001001 — | - | - |= 
9 | Латунь .....| 1255 0.00075: — | 040 | 73: - 
10 | Латунн. проволока. | 37 || 13 0,00135 | -- 0,37 | — _ 
Но | Бронза (:.| 22 ||* 21| 000063 6 | 00 | = | - 
12 | Фосфорист. бронза.| 40 ®-! -- вы 
13 | Аллюмкийй, м.’ - О ПА 
14 | Металяъ Дельта..| Зи -| — вр | 
15 + Свинець. ...,.| 13 1“ тг 0,0200 | — | 0,77 | 52| 
16 | Свинцов, проволока, | 22 | 02| 800069. — | об | | — 
17 | Щинкь. (..... 55| 23 0000241 = | 02| -’- 
18 | Олюве...... за рома | |= |- о - 
19 › Электронметалль | : 
[бд ве 58)..| 22| — С: ЗО О В | - 
20 аллюминй | | 
р При весь 24). .| 35| 19 и 0551 - | - 
Всф металлы начиная отьъ указаннаго подъ № 6 чугуна и ниже въ 


таблицф 6, какъ упомянуто уже выше, не слфдують" точно закону 
Гука; поэтому данные для нихл, предфлы пропорц{ональности условны, 
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принимая до соотвЪтственныхъ помфщенныхъ въ таблицв относитель- 
ныхъ удлиненй даграмму удлинейя приближенно за прямую, т. е. 
прим$няя приближенно существоване и для нихъ закона Гука. 


39. Данныя испытан для дерева. 


Испытане дерева для техническихьъ цфлей заключается въ испы- 
Тани на раздроблене и на сгибане, о чемъ см. въ отд. объ изгиб®. 
Результаты испытавя на растяж. и раздроблене зависятъ отъ того, 
изъ какихъ слоевъ вырЪфзанъ образецъ. Указанныя въ таблиц дан- 
ныя представляютъ собою н$фкоторыя средн1я значещя для образцовъ, 
вырЪзаниыхь изъ нъкоторыхъ среднихь слоевь между сердцевиною 
и внышнимн слоями, т. е. нЪкотарыя совершенно фиктивныя значеня, 
могущ служить для общихь соображений при выборЪ величинъ до- 
пускаемаго напряженя, для относительнаго сравненя и пр. 


Таблица 7. 


Временное сопротивлене и предфлы упругости (пропорщональности) на 
растяжеше и сжат!е для древесныхъ породъ. 


Напряженя вт, кгр. на кв. с 


Растяженте. Сматте. 
ь | 11. в 
ЗЕЕ те [ЗЕ ЕЬ 
ПОРОДА ВЕ 28, Е 1:2 128 Е 
Е ваз Я ЕЕЕ БЕ вся 5 
ВЕ В| В Е.Е ЕО ЕВ 8 
ВВ 888 Б 238 ЕН 
мо ЕЕ О |СбЕЕ МЭ ЕЕ Е 
В, | ЛЬ а, | А, Й 
- — , | _ 
. [ = | 30| 16008 05: 530 150 | — 
2’ Бу... | | 
В Г ен 39| - _ 
& | : 
= + = | 80| 310 0,38 |0,00238! 530 | 200 [0,0179 
ы Дубь. .- | 
г р | - |3 -|- 
В 
= | = | 10| 301050 0,0029 50 — | — 
= | Яень ....- . 
Е | | = 
1 1 
= т т 
& | Вль 970 ' 260 | 027 :0,00208' 485 
& В 
2 | Листоениица. = | 130 | 320 | 028 [0,00244, 565 
В Па... | 80) 220 | 08 оон! 400 | 175 обоя 
я : 
Е | Сова 0... = | 1050 | 290 | 028 002 525 | 230 [0,0172 
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40. Данныя испытан]й для камней и кладки. 


Всь необходимыя данныя пыведенныя изъ техническихь опытовъ 
на раздроблеше камней приведены въ таблицВ 8. Ввиду разнообразя 
состава камней, при осуществлени сооружен важнаго значеня, или 
изъ новыхъ породь, необходимо всегда производить новЪрочные ОПЫТЫ 
во время самой постройки. Числа имфютъ кромф того значеня лишь 
среднихъ, причемь отклонененя въ об стороны вообще говоря 
могуть быть весьма существенны, 

Въ бетонныхъ сооруженяхь допускаютъ иногда вытягивающия (не- 
большя) напряженя. Ввиду этого въ таблиц указаны результаты 
испытане бетонныхъ образцовъ и на растяжене, 


Таблица 8. 


Временное сопротивлене сжатйо каменныхъ матераловъ. 


По ванн. Бфлелюбскаго и Тетмаера. Въ килогр. на кв. см. 
ЕСТЕСТВЕННЫЕ КАМНИ. ИСКУССТВЕННЫЕ КАМНИ, 
: Временное Временное 
Матер! ал т, { сопр. сжат Матер!алъ. <опр. сжат. 
в. 
а ре р 
& | Сердобольскй...| 718 Ручной алый... 85 
= | Гантсудемй .... 1406 
> аси, . 2 
Я | Воронежский .... 935 | полукрасн ыы 
2 | Выбортемй . о... 1580 — 129% ЭГ > красный... 170 
р 
ох! желаю .| 310 — 310 
2 | Одесмй 2... 76—20 |=! Клинкерь ..... 600 
х [С ей. | 1—1 
= енастопольс ' 217 | = Машинный 1 сорта. 250 
в | Гатчинский .... 300 а! 
У | Ревель ....| 50 21. 
& | Сарач. .... 147 = | Дырчатый 1 сорта 300 
х | Чудовюй.... 453 ы 
НЫ „ 2». 220 
Пустот®льй.... 100 
Кварцить....... 1500 — 200 
Песчаникъ (Павелецк). | 511 Ценентный .... 150 
Базальть (Волынскй) . 2850 т т — 
Нефрить 00... 3600 — 7900] Ледь 2 ,....| 185-50 
} 
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Таблица 9. 


Временное сопротивлен{е скат! ю (растяжен1ю) кладки. 


По даннымъ Союда Австрйск. 


инженер. 1897 и 1901 гг. Въ килогр. на кв, см, 


Кирпичъ и бутов. кладка. Тесаная и бетонная кладка, 
> -_ й Времени, Времени, сопр.. 
Матер. Матервль С сопро. | Матераль кладки  СОбСМЧНИ, Сор. 
кладки. | заполнен, швозъ. | сжат. и заполнены. ыы 
в :. 
а — - 
5 | : Е| 
а | ё На извести*)1:3 - 60 — 85 Е Изв. раств. 1:3 | т 
&' №  Нацементв 1:2 (100—130 Я: | 
я , & | Изъ песчаника.’ — [620—730 
18 [> в 13| 0 |8 | 
они : 8 | Изь транита..| — 600—770 
28| 5 | Нащементв 1:2 `220— 255 ——- —__ 
Е о › за 160 Е 
= Ё! 1:2;3 — | 128 
ГЕ | Е 
=| 2 | Нацементь 1:2 265 з 1:3:5 _ 64 
м Е 231. 1270 — г 
1 * 13юф Е _ р 
Кирп. сводь на цем, . 1:3 | 200 Ё в, 11! 152 
| Е 
: | & 
1 11: сво- 249] 256 
БУТОВАЯ | Нацементе 1:2 | 250 | = р Г 
кл. изъ й 8 |1:3:5 | дажь. 08 
песнан. |? # 34| 1% | 1111315 мрт 
часть 


Въ т%хъ случаахъ когда нагрузка производится лишь на 


поверхности кубики, сопротивлеше раздавливанно повышается; такъ 


Фиг. 98, 


напр. для случая когда нагрузка, располо- 
жена на заштрихованной площадк® фиг. 98 
можно  руководствоваться эмпирической 
формулой Баушингера, выведенной имъ изъ 
опытовъ надъ раздавливанемъ песчаника: 


96. 


В, = 6, 


Зись В, есть временное сопротивлене раздавливанио при обыч- 
ныхъ условяхъ, а Й, искомое сопротивлене при нажали на заштри- 
хованную площадку. Формула эта даетъ весьма близке результаты 
особенно въ предблахъ и, =1.а до 0,254 и в, =1.Б до 0,255, 
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41. Данныя испытан й матергаловъ органическаго происхожденя. 


Данныя временного сопротивленя органическихъ матер!аловъ, кромв 
дерева указаны въ таблиц®, 


Таблица 10. 
Временное сопротивлеше на растяжене н№которыхъ мателаловъ 


растительнаго происхозкдены. 
Въ кир. на кв. см. 


Га 
| 


| МАТЕР!АЛЫ. 


А. 


1 | Кожаный ремень новый... | 250 — 50. 160 
2 Тоже, бывший въ употреблении... ...-| 250 -- 450:  — 
3 ! Пеньковый манильсюй канатъ .. и 1 1200 нов. -_ 
4 ' Сученый леньковый канат, 5... ..|] 500 стар? = 


Таке матералы какъ бумага, матерйя, брезенты, сукна и пр. испы- 
тываются на разрывъ, какт» уже сказано выше, въ видВ полосокъ опре- 
дфленной ширины, причемъ сопротивляемость ихтъ опредфляется въ 
кгр. на погон. см, ширины ленты, т. е. предЪлъ временного сопро- 


тивленя 
ктр. кгр. 


см. см. 


в. 


Относительная сопротивляемость можегъ быть выражена. предль- 
ною длиною, при которой лента изъ даннаго матерала разрывается 
отъ собственнаго вфса. Сдблать это можно слёдующимъ образомт. 

Изъ выражения (2.21) стр. 54 опредфлимть площадь сёченя, принявъ 
во внимане усиле отъ собственнаго вЪса равное 1, 


1 

Если здЪсь вмёсто #, поставить В,, то получимъ площадь сёченя 
даннаго матерала, при которой происходить разрыв бруска отъ 
собственнаго в%са, при данной площади. Если положить в == ос то 
равенство 


выразитъ собою что брусокъ разорвется отъ собственнаго вса при 
любой величин площади, Это будетъ при &, —31 =0 или 


1 в, косм. 


(см.} 
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Очевидно таже равенство получимъ помножая числителя и знаме- 
зателя на см. т. е. 


дб 1, есть вЪсь уже не кб. см. даннаго матерала, а кв. см. т. в 
вЪсъ квадратной единицы даннаго матеруала напр, сукна, холста и т, к 

Въ таблиц 11 указаны таюя величина разрывной длины для 
яъкоторыхъ матераловъ, 


Таблица 11, 


Разрывная длина для нёкоторыхъ матерйаловъ. 


Въ иетрахъ. 
МАТЕРТАЛЪ. |Рарывя. | МАТЕРГАЛЪ. | РАЗРЫВ 

|. —- т. 

1 | Бунага 1 сорта....| 6000 | 7. Военное сукно... 800 
2 > 2... 15000 | В; Шелк сырцъ. о. .-| 33000 
3 » зЗ»....| 4000 | 9|'Пенька манильская, | 31100 
1 ть... | 3000 1 101 Солона ...-- 6200 
5 ы она 2000 11 Хлопчатобум. ткань, . 19800 


| о бь.... 100 [121 - 


42. Опредфлен!е коеффищента и предЪла упругости. 


Для опредфленя коеффищента упругости и предфла упругости или вообще 
для изученя деформашй въ предфлаху, упругости матеррала, какъ уже неодно- 
кратно было указано выше приходится имёть д®ло съ весьма малымн дефор- 
мацщями. 

Для измреня этихъ деформашй обыкновенно пользуются такъ наз. зер- 
кальными приборами, На рис. 99 и 100 изображень одинъ изъ наиболфе упо- 
требительныхъ приборовъ—приборъ системы Мартенса. Приборъ этотъ состоить 
изъ двухь линеекъ а, укрБаляемыхь вдоль испытуемаго бруска, свинчивая ихъ 
хомутикомь 4, причемь каждая изъ линеекъ соприкасается съ брускомъ ре- 
брами трехгранныхъ призмочекъ, укр®пленныхь по концамъ линеекъ а. Одна 
призмочка 6 {виизу} укрплена къ линейкЪ неподвижно, а другая призмочка с 
подвижная т. в. опирается однимъ ребромъ въ линейку, а другимъ на брусокъ. 
Послфиняя призмочка иметь стерженекъ параллельный ребрамъ призмы, снаб- 
женный на одномъ конц рамочкой съ зеркальцемъ, а на другомъ кони на- 
конечникомъ для установки призмочки. Когда приборъ установленъ какъ по- 
казано на рис. 99, то при растяжени бруска линейка а не измБняетъ своей 
длины почему одно ребро призмочки опирающееся на линейку остается непо- 
движнымт, а другое ребро, опирающееся на испытуемый брусокъ перемащается 
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выфств съ брускомъ, иначе говоря, призмочка поворачивается вокругъ ребра, 
‘упирающагося въ линейку. При этомъ происходить поворотъ зеркала. Если 
передь зеркальцемь поставить 
линейку съ дёлещями и наблюдать 
въ зеркал эти дЪленя, то при 
удпинени бруска и пояорот”В приз- 


Фиг. 99. Фиг, 100. 


мочекъ съ зеркалами, въ послёднихь будутъ читаться т® или иныя отёчеты 
на линейкЪ, Схема установки всёхъ приборовт, указана на чертеж 101. Имвемъ 


Е „ в 
та = 
ЕВа и та 
По малости угла & можно 
положить 
зе 52% 2 24а 22а 
стало быть 
== ева 
сть та 


Рази®ляя первое изъ 
послфднихь равенствь на 
второе, опредзляя удлине- 
не бруска 2, по сокраще- 
ню — найдемъ 


_ ав 
“2 


Въ описываемом при- 
борф напр. а==6.09 мм. и 
фиг. 101. 5 =1522 м. поэтому 


___ 609 


= = 0002.6 (вм 
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в 
т. ©, = вЪ мм. 


500 
абсолютному уплиненво бруска на 


Такимь образомь каждое дблене линейки соотьфтствуетъ 


1 
500 #м 

Опредьлене предфли упругости достигается послбдовательной нагрузкой 
бруска снлою Р и разгрузкой. Выфств съ зтимь при каждой посл®дующей 
‘посл разгрузки) нагруакЪ образца силу 1’ увеличиваютъ. Такую послдова- 
тельную пагрузку, разгрузку и снова нагрузку возрастающей силой произво- 
дятъ до тёхъ порт» пока не окажется, что по разгрузкВ зеркала не вернутся 
къ своему первоначальному показаню. При этомъ обыкновенно силу Ё при 
разгружени не доводят до нуля, такъ какъ образець освободился бы отъ 
захватовъ и показания зеркалъ могли бы разстроиться.- Уменьшеще нагрузки 
Р доводят лишь до извёстнаго предъла и паблюданигь возвращаются ли по- 
казаны зеркалъ постоянно кл, соотв тствующему этой нагрузкВ атсчету. 

Пусть напр. имфету, образецль при 100 мм, и 4/::=9,44 мы, 
9 = 0,7 см? 

Посяфдовательный значещя силы 2 и удлинен!и бруска указаны въ прила» 
гдемой табличк®. 


д е | м Удлинс т ен, 
сид | Уллинене Са | Удлинене Сила Удлинене 
ь м въ | м въ й Ав 
в» кГр. 1060 М\- вл, кгр. 1006 "м. въ кгр. му 


06 250 | 152 1200 758 
32 | 5 | а | 50 32 
вв | 30 189 | 1259 792 
За | 50 32 1 50 3,3 
7 | 3 | 2 | 13% | 830 
э | 5 за 50 | 40 


Очевидно предвлъ пропорщональности соотвЪтствуетъ нагрузкЪ не меньше 
Р= 1250 кгр., т.е 
1250 
07 


СоотвЪтствующее относительное удлинене 


= 1486 кор. на кв. см, иди 179 куми?. 


Коеффищенты упругости 


Е 22261520 к/см", 


000079 
или съ округлещемъ 2260000 кисиа. 
Выше неоднократно говорилось, что ибеолютно упругихъ деформацй, даже 
въ матералахь считающихся вполн® упругими, какъ напр. въ желфз%, не су- 
щестлуетъ. Тонно также указывалось на различныя значеня предфла упругости 
С. Боброцевй. 7 
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и аредвла пропорцюнальности. Для иллюстращи сказаннаго приводим, одинъ 
изъ весьма точныхь опытовъ Баха (въ 1895 году“. 
Дуаметръ въ средней части цилиндрическаги стержня 4 
Площадь поперечнаго сЪчены ее. [2 
Расчетная длина еее 
С» этимъ стержнемъ произведена два опыта, причемъ до перваго опыта, 
онъ никакикъ другимъ нагрузкамъ или испыташямъ не подвергался. 
1-й Опыты; (температура воздуха колебалась отъ 17.0? до 17,2” С°. 


,495 см 
89 см’ 
15 см, 


. 1 
Нагрузка и напряжене. Удлинене на 15 см, въ 3000 <“ 


рам. | 1= эвъ ком. | Общее | Остающее | Упругое 
ИИ т = 
1900 и 3000 245 и 635 | 28 0.05 | 29 
1000 и 5000 204.5 и 10225 | 5,88 ом | 59 
1000 и 7000 2045 и 14315 | 855 06 | 89 
1000 и 9000 245 и18405 | 1192 021 у 
| 


ПослЪ этого опытъ быль повторенъ при совершеняо такнхъ же нагруз- 
кахъ, причемъ получены слёдующуя удлинешя. 
2-й Олыть; температура воздуха колебалась отъ 17,2 до 174 С°. 


Я 1 
Удлинеше на 15 см. въ 1006 <" 


Общее Остающее | Упругое 


293 |] 60 | 2,98 
5,89 | 9,02 587 
885 0,06 370 
11,80 0.09 В 


Такинъ образомъ на каждые 2000 кгр. нагрузки наростающее удлинене 


составляло; 
Въ Тм опытЪ 


Полное -.. - 299—2,99—297—2,97 тысячныхъ см. 
Упруме ....294—2,03—292—292 » > 
Во 2-мь опытв 
Полне ..., .293—206—296—2,95 тысячиыхь см, 
Упругое ..... 2,93—204—2,92—2,92 ь » 


Остающияся удлинешя меныше нежели въ первом опыт, что и слФдовало 
ожидать. 

Въ предфлахъ точности наблюдешя и инструментовъ и препебрегая неболь- 
шими колебащями температуры можно считать, что въ преджлахл, до напря- 
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женя з = 1840,5 к.см” удлиненя стержня ‘упруги съ точностью до относитель- 
наго удлиненя въ 
Х 


и. в 
15 =/ 1000 — 1000 006 — *® 


т.е. въ 6 миллюнвыхъ, 
Это напряжеще и слёдуеть принять за предблъ упругости, т. е. 
Аь—= 1840,5 кие. 

При возрастани нагрузки № до 10500 кгр. обнаружилось начало теченя ме- 
талла, Такимъ образом предвломъ пропорщоенальности слЪдуетъ признать 
10500 В 
що — 2147 к:см?. 
Относительное удлинеше, соотв тствующее предфлу упругости было 
1х 233 


ох 2) 
005  =00008И 


ЗдЪсь прибавлено 2,93 въ числитель, такъ какъ удлинене 11,71 соотвЪт- 
ствовало разности напряжен  отъ нагрузки 9000 м, и 7000 кгр. и для 1000 ктр. 


а= 


удлинеше должно быть : Ж2,93 тысячныхъ. 

Коеффишенты упругости опредфлится изъ выраженя 
$_ 18405 
5.0008 

Въ таблицЪ-12 указаны средн значены коеффищентовъ упругости для раз- 
личныхь матераловъ. На коеффищенты упругости для тфлгь неподчиняющихся 
закону Гука слЗдуетъ смотрёть условно. Численныя знаценя Ё въ этомъ слу- 
чаЪ имйуютъ значеня лишь при небольшихъ напряженяхъ, не превосходящихь 
такихъ значенй, при которыхъ относительная деформащя выражается еще не 
выше десятитысянныхь долей первоначальной длины. 


в — 2269 420 к/см*, 


Таблица 12. 


Коеффищенты упругости различныхъ матер!аловъ. 
Въ кгр. на кв, си, 


Матер Галы. и 

= - 

1 | Сварочное желвзо .. . 2000000] 14 | Аллюмиий тянутый *. .| 750000 
2, Литое желёз... .| 2150000] 15 | Тоже литой... -.. 660000 
3 | Сталь... .. | 16 | Олово *........| 440000 
$ | Никкель .: № 17 | Дубъ, букь 1110. 1000 
5 ! Платина цпровол.) , .. И 
$, Мыдь тянутая * | Хвойныя породы. ›.. {1250 
7 | Алючин, бронза * 57°! 1200000] 19 | ранить * (сжат)... 450000 
8 | Артил, бронза *, .,.| 1100000] 20 | Известнякь * 5.0. 550000 
9 | Латунь р... | 11 2: | Песиникь + 5..7 100009 
10 | М®дь литая *...,.|1 по отвердЪни | 140000 
к 2: Е 22. етот ое 35000 
12 | новый .... 1250 
13 | | 290000] 23 | Ремень* старый... :| 2500 

| 


1) Знакъ * обозначает что указывается условное число, такъ какъ закон 
Гука можеть лишь приниматься приближенно. 
т 
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43. Вшяне повторныхъ и перемфнныхъ нагрузокъ. 


Если части конструкщи подвергаются дЪйствио мвняющихся напря- 
жен, то какъ показываетьъ повседневная практика, подобныя пере- 
мЪнныя напряженя весьма вредно отзываются на прочности конструк- 
ци. Примфры, гдф усимя и напряжешя мёняются какъ по величинЪ 
такъ и по знаку, весьма многочисленны и разнообразны. Подобныя 
явленя происходятъ напр. въ мостахъ при проход пофзда, въ порш- 
невыхъ штокахъ машинъ, въ осяхъ, въ рессорахъ, въ рельсахь, въ ц\- 
пяхъ подъемныхъ машинъ, испытывающих сотрясенмя ит, п. Случаи 
поломки осей и рессоръ послЪ продолжительной службы и при налря- 
жешяхь далеко не достигающих временнаго сопротивленя состав- 
ляютъ обыденное явлене. Между тфмъ такя перембнныя напря- 
женя, приближая постепенно матералъ къ разрушеню, совершенно 
не обнаруживаются методами испытан матераловъ, описанными выше. 

Если напр. желзный брусокъ, подвергавшИся продолжнтельному 
дъйствно перемзнныхъ усилИ и уже близий къ разрушенио, испытать 
обычнымъ образомъ на разрывъ, то никаке изъяны обнаружены в 
немъ не будутъ. Такимъ образомъ повторныя и перемфнныя нагрузки 
постепенно приближая брусокъ къ разрушенйо, ме оказываютъ ника- 
кого вляшя на временное сопротивлен!е и пластическия свойства ма- 
терала; числа временмаго сопротивленя, относительнаго удлиненя и 
сужешя въ шейкЪ при разрыв получаются обычной величины. Напро- 
тивъ, если уже произошло разрушене, то видъ излома получается 
христаллическо-зернистый, какъ для хрупкаго по природЪ матерала. 
Вредное вляШе повторныхъ и перемфнныхъ напряженй было извЪфстно 
ниженерамъ издавно. Указанное свойства. матерала какъ бы терять 
ирочныя свойства свои называютъ по отношению къ металламъ (въ 
каковыхъ это наиболВе характерно} усталостью металловъ. 

Наиболфе интересные опыты и заключен сдфланы Вёлеромъ, и за- 
тЪмъ провфрены Рейнольдомъ, Баушингеромъ и другими. 


44. Опыты Вёлера. 


Опыты Велера производились надь брусками изъ сварочнаго же- 
лЪза съ временнымъ сопротивлемемъ на разрывь около 36 кгр. кв. мм. 
при унлинени около 20'/.. При опытахъ усиля въ брускЪ измфнялись 
приблизительно одинъ разъ въ секунду. 

Основнымъ результатомь наблюденй явилось то заключеще, что 
желЪзо (и сталь) можетъ быть разрушено найряжешями меньшими 
временного (найденнаго обычнымъ путомъ), если только мЗнять наиря- 
жене большое число разъ. 
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Число перемёнъ напряженй зависить во-первыхъ отъ абсолютной 
величины максимальнаго напряженя, до котораго доводился брусокъ 
и во-вторыхъ, смЗиялось ли растяжене сжат[емъ, или просто растяжене 
пробрётало различную 
величину, т. е, отъ вели- 5 [29 5 
чины ангебраической 
разности между вели- 6000 
чинами напряженей. $5000. 

Такъ на черт, 101 4299.3 
привелена даграмма, вЪ 500 
которой по оси ординатъ #009 
нанесены разности 199 
разноименных\ь на- 
пряжений, до кото- @® 
рыхъ доводилея брусокъ ^ Пфисло колабльий 2 сиь ление 


причемь наибольшее на- Фиг. 101. 

пряжеше на сжате рав- 

нялось по абсолютной величин$ наибольшему напряженлюо на вы- 
тягиване), а по оси абсциссь количество колебаши напряжений въ 
миллонахЪ, доводящее брусокъ до разрушеня. Кривая имфетъ видъ 
параболической лини, приближающейся ассимптотически сь горизон- 
тальной лини, соотв гствующей разности напряженй въ 24 кгр, кв. 
мм. Стало быть если брусокъ подвергается напряжению въ 12 кгр. на 
кв. мм. сначала на растяжене, потомъ въ 12 кгр. на кв. мм. на сжа- 
це, то этотъ брусокъ можетъ разрушиться лишь при безконечино боль- 
щомъ чисиф колебанй напряженй. Такъ въ опытахъ Вёиера при наи- 
большемъ (и наименьшему} напряжени 24 кгр. на кв. мм. брусокъ сло- 
мался при 56.430 колебаняхъ, при напряжении въ брускЪ въ 13,5 кгр. 
на кв. мм. бруск® сломался при 19.186.791 колебаши, а при наиболь- 
шемъ (и обратно —- наименьшемъ) наиряжени въ 12 кгр. на кв. мм. 
брусокъ не сломался еще при 132.250.000 колебашяхъ. 

Если напряженя колеблются поперемённо отъ 0 до н®хотораго 
наибольшахо значеня, то наибольшее напряжене, при которомъ ма- 
тералъ не разрушается при громадномъ числ$ колебанй, по опытамъ 
Вёлера, составляетъ 24 кгр. на кв, мм. 

Назовемьъ наибольшее напряжеше, до котораго при перемивыхъ 
усищяхъ доводится матералъ /„„., независимо отъ знака напряженя; 
наименьшее (тоже по абсолютной величин) напряжене Ты» 

Обозначимъ 


Лт. 
Пе 


р 


Количество ф можеть колебаться въ предЪлахъ отъ —1 до +1, 
проходя черезъ значеше ф = 0. Если одно изъ напряженй растяже- 
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не, а другое скале, причем (по абс. велич,) 1„„= 7. ТО ф == — 1} 
если напряженя колеблются въ предблахъ отъ 0 до Т„.„ то Ф==0; на- 
конець если брусокъ напрягается усищями Т„„ и Т„,, Одного знака, 
то въ предёлЪ, когда оба напряженя обращаются въ одно, # == +1. 
Назовемь предъломъ разноименныхъ позвторныхь 
напряжен:й Е, при $ = - 1, при услоши, что брусокъ ло- 
мается при нфкоторомъ числ колебашй усишй, если напряжеше 7, 
превышаеть или ностигаеть Ё„,; предфломъ повторныхъ 
напряжен(й Л,‚„„ если колебащя происходятъ отъ 0 ло В 
т. е. при $ = 0, причемъ для всякаго Т,,, >> В„., существует число 
колебанй, доводящее брусокъ до разрушеня. Наконець предфлъ 
однократнаго напряжен!я А, при % == 1, т. е. когда всякое 
Т„22е Л„,. Разрушаеть брусокъ [иначе говоря—временное сопро- 
тивлен!е). При этихъ обозначеняхъ результаты опытовъ Вёлера могутъ 
быть представлены графически, что облегчаетъ нахождене предзльнаго 
напряженя дия любыхъ соотношений между Ти» и Ти 
На чертеж 102 по оси абсциссъ отложено въ одну сторону 
}=— 1, авъ другую ф + 1; ординаты, соотв тствуюнщия. значе- 
ныямь $ изображаютъ предёлы повторных напряженй Л, (по абсо- 
ялютной величинЪ}. 
Изъ этой даграммы *)} наглядно видно, что при переход отъ растя- 
женя къ равному ему сжат!о, предъльное напряжене составляеть 
треть временнаго сопро- 
1 и тивленя, а при колеби- 
56 7/4м* мяхъ оть нуля до паи- 
большаго значеня, лре- 


й $28 Зри ! дфльное напряжене со- 

10 ни Ё 1 ставляетъ двф трети отъ 
' а Н временнаго. Для жесткой 

| 5 .„ стали соотношеня эти 

-1 5 +4. обращаютсявзамнъ 0,33 
2ее комиилаеличсь Ч примрно въ 0,30 и вза- 

Фиг. 102. мЪнь 0,67 — примфрно 


въ 0,50, 
Такимь образомъ из опытовъ Вёлера можно было заключить, что 
желфзо можеть разрущится отъ повторныхь напряженй, даже если 
напряжене не достигаетъ предёла упрутости. 


45. Послвдующе опыты, 


Ввиду большой важности результатовъ, полученных» изъ опытовъ 
Вёлера, подобные же олыты были произведены и другими изсл®дова- 


*} Приникая линво, ограничивающую предёлн напряженй приближение 
за прямую. 
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телями. Такъ Рейнольдсь и Смитъ подвергали бруски поперемфнно. 
растяжению и сжато при весьма большой быстротв колебанй. Именно 
число колебашй напряжешй достигало примфрно отъ 20 до 40 въ се- 
кунду, Опыты производились надъ литымъ жел®зомь и сталью. При 
такой быстротВ колебашй напряженй, предВлы напряженй оказались 
еще ниже чВмъ у Вёлера, сл$довательно быстрыя колебан!я являются 
особенно опасными, причемъ интересно, что сталь съ сравнительно 
высокимь сопротивленемъ разрушается также быстро, какъ и мягкое 
жел5зо. Предфломъ повторныхъ разноименныхъ напряженй при этихъ 
опытахъ можно считать 10 кгр. на кв. мм. 

Преждь чфмъ дфлать заключене о томъ, как напряженя могугь 
быть допущены въ обычныхъ конструкщяхъ (быстрая частота коле- 
банй имфетъ мзсто лищь въ исключительныхЪ частяхъ машинъ, какъ 
напр. въ турбинахъ, въ автомобильныхъ двигателях и пр.), необхо- 
димо привести результаты опытовЪ Стантона и Байрстова и Баушин- 
гера. ВсЪ эти опыты производились при умЪренной частот колебанй 
(ве свыше 13 въ секунду), надъ сортами жел®за и стали обычно 
‘употребляемыми въ конструкщяхъ и машинахъ. Въ таблиц 13 приве- 
дены результаты опытовъ Стантона и Байрстова надъ образцами, при 
колебаняхъ напряженй отъ растяженя до сжатя. 


Таблица 13. 
Напряженя въ, кгр. на кв. мм. 


Отношеше пре- 


ва: |5 ть 
На Вы Св В Яра | ола равноинен. 
НАИМЕНОВАНИЕ МА- | 322 ЕЕ ЕВ Е 
аа | Я; | Е ИБ РЕ 
ТЕРАЛОВУЪ. РЗ НЕ ЕЕ ЕВ Е, бу з 
АЕБ! 58| НЯ | 253 52868 3Е 
ВЕЗЕ | ВВ | > Е | Е 52 [РЕ ЕЁ ВЕЕа 
ВИС ИЕЕЕНЕЕСЕ 
| а 
Бессемеровская сталь № 1. 747 43,4 В 12.9 0,33 0,56 
ь > №2 | 686 | 393 | 170 | 035: 060 
Литое желбзо №7....| 444 | 225. 246 | 0,46; 00 
» › №2....| 343 167 | 280 | 0,43 ! 0,88 
Сварочное щелвзо №1..| 402 | 210! 238 | 0,57 072 
} 
. 5 №2..| 373 | 224 | 210. 0,45 | 025 
и т 1 
Среднее. 1 | р - < 60 | 64 


. | | : | 1 


Изъ этихъ опытовъ сл$дуетъ, что предзлъ разноименныхъ напря 
женй иЪсколько выше чВмЪъ, то получиль Вёлеръ и составляетъ не 


;, а въ среднемъ около *|, отъ временнаго сопротивленшя. Однако, 
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этотъ предёль всегца ниже предбла пропоршюональности и, какъ видно 
составляеть около #/, послёдняго. 

Результаты опытовъ Баушингера даютъ числа для всъхъ трехъ 
пред%ловъ напряженй, т, с, при однократной нагрузкЪ, при повтор- 
ныхЪ напряженяхь и при разноименныхь повторныхъ напряженяхъ. 
Данныя указаны въ таблицЪ 14, 


Таблица 14. 


Напряжены въ кер, ка к 


2: | 1 оше 
р ВЕ а |. Отношен 
= Е аа | ЗЕ. 
Е | оз ЕЕ Зе а 
8. | Еа а ЕВ Ея 
ВЕ | 5^ | АВЕ ЗЕЕ 
Яя = Во 388 | СЕ Ва 
АЕ | 38 & | ЕЕ | 3688 
2ЕВ | де аз 286 | Ва.5 
ЕЕ Ё ЕЕ 228 | Вора 
Ж Яя Я | 8925 | «БЕ | вк Е 
НОЕ В3 | Ед | а88 |385 
ЕЕ: 51 | 680 | ВЕ ВНЕ 
в сяя | щЕЯ | ЧЕ | 5.6 Е 
, 835 15585 
я +- 1. ; ЕЕ = = 
Сварочное жел .....| 348 | 0,57 
Мивкое литов желЪчо № т 335 | 066 
Литое желёз №2.,.,,| 436 055 
Котельное литое желфзо № 3. | 405 0,59 
Литов жел №4 .....| 405, 0,54 
» 5 №5.....| 42 | 240 | 226; 000 
Томасова сталь. ......| 612 ' 300’ 300 1 049 
Рельсовая сталь... ..| 994 {| 280 230. 0 | 
Среднее. . — — — | 0,56 | 0,48 
| : 


Какъ видно, результаты этихъ опытовъ весьма близки къ преды- 
дущимъ. Во всякомъ случа можно считать съ достов®рностыо, что 
предфль противоположных (разноименныхл:) повторных» напряжений 
лежитъ весьма недалеко отъ предзла прапорщональности (упругости) 
и ниже его и принимая это во внимане, а равно руководствуясь тЪмтъ, 
что непревосхождене этого предфла напряженя можеть служить ибл- 
ною гаранмею прочности матеруала, этотъ предзлъ иногда называютт, 
естественны мъ.предфломъ упругости матер;ала. Если 
припомнить, что предёль пропорщональности обычно составляетуь 
около 0,6 отъ предфла временнаго сопротивленя, то изъ опытов 
Баушинтера слфдуетъ, что естественный пред ®лъ упругости 
составляетъ въ среднемъ 


ао 
ово 100 = 80°, 
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отъ предвла пропорц!ональности полученнаго обыч- 
нымъ путемъ, . 
Это близко совпа- "м 
даеть съ результа- 
тами онытовъ Байр- 
стова и Стантона, тд® 
это отнощене соста- 
влястъ 74%}, 
Наконець нужно 
изъ опытовъ Баушин- 
гера отмЪтить то, что 
дня стали (сред- 
ней твердости) пре- 
дЗлы повторныхь на. 
пряженй при ф=0 
иф —1, т.г. при ы : ны 
поебаныжь пояне. 120. 200, 300. 400. $00. 550, ое.” 
в отъ — до -=, ока- Энурез. 
зались равными. Фиг. 103, 


Фремилинох: сомтрозийилони, 
ы 


> 
у 
# 


46. Вшян!е температуры металла, 


Указываемыя численныя данныя механическихъ СВОЙСТВ» матера- 
ловъ относятся къ И 
обычной температурЗ, 
т. в. къ температур 
около 17’ Цельия. 
Въ нЬкоторыхь слу- 
чаяхъ необходимо 
знать—какова проч- 
ность даннаго мате- 
рала при высокой 
температур$. —Такъ 
напр. въ паровых 
котлахь котельные 
листы работаютт при 
высокой температурЪ, 


аи 


й 


ормоиалмль урух роуврть 6% 


части двигателей мну- | 1 300. 400. 55 8508. 
тренняго сгоран®: под- 9. 

вергаются нагрёванио еииуроииурае, 

до нЪсколькихъ сотъ фиг. 104. 


традусовъ. 
Опыты показызаютъ, что наилучшая температура для сопротивляе- 
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мости желъза и стали заключается въ предфлахъ отъ 200 до 300° Ц,; 
лри дальнфйшемъ повышенм температуры, сопротивляемость этихь 
матераловъ падаетть. 

Вляне различной температуры на сопротивляемость матер!ала, а 
равно на его тягучесть наглядно видно на двухъ прилагаемыхль въ 
фиг, 103 и 114 чертежахъ даграмиъ. 


47. Вшяще химическаго состава. 


Подробное изслфдоваще вляня химическаго состава на механиче- 
ся свойства металловъ относится къ курсу металлурми, а по- 
тому здЪсь умЪстно ограничиться лишь самыми общими на этотъ 
предметь указашями и притомъ лишь для продуктовъ желЪзнаго 
производства. 

Чутунъ, желбзо и сталь въ химическомь отношещи отличаются 
существенно между собою лишь ио количеству содержаня углерода, 
какъ въ химическомъ соединени, такъ отчасти и въ механической 
иримЪси. 

Чугун наиболфе легкоплавокъ изъ разновидностей желфза: онт» 
плавится примёрно при ‘температурЪ въ 1100 пр. по Цельсло. Онъ 
имфетъ характерное кристаллическо-зернистое сложеше и слъдующй 
химически составъ: 


Чистаго желЪза. ......... с Отъ 94 до 9794, 
Химически соединеннато углерода. ... .0,15 › 1,2591, 
Графита въ механической примбси .. , .1,85 » 3,2564, 
Кремня ,-......- (0,15 » 5,00%, 
Сры ......... (и. 9,00» 0,50%, 
Фосфора (ее. . 6,00 ъ 1,30%, 
Марганца еее. . 0,00 » 1,50%, 


Въ свою очередь, по количеству содержая углерода, разли- 
чаютъ чугунь бЪлый —съ наименыпимт, содержашемъ углерода 
и сврый съ бёльшимъ содержащемъ углерода, причемъ часть его 
содержится въ механической примфси въ видЪ графита; промежу- 
точные по содержаню углерода сорта чугуна, называются поло- 
винчатыми. 

Бълый чугунъ обладает наибольшею кр®постью, а сЪрый сравни- 
тельно наибольшею вязкостью, почему и употребляется преимуще- 
ственно въ литейномъ дфлЪ. Количество углерода понижается посте- 
ценными переплавками, такъ называемымъ отбзливашемь чугуна, при- 
чемъ временное сопротивлеше чугуна повышается примфрно отъ 8— 
10 кгр, на кв. мм. (послЪ перваго литья) до 16—20 кгр. на кв. мм. 
{послЪ пятаго литья), 
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Особая разновидность чугуна, представляющая литье изъ благо 
чугуна, въ которомъ окисленнымь пламенем выжигается часть угле- 
рода, называется ковкимъ чугуномъ. Окислеше происходить глав- 
нымъ образомъ съ поверхности, причемъ временное сопротивлеше ков- 
каго чугуна достигаеть 26—28 кгр. на кв. мм. 

Удлинене чугуна при разрывЪ весьма ничтожно и въ среднемъ со- 
ставляетъ около 0,4 процента. Для ковкаго чугуна оно почти въ де- 
сять разъ больше, т. е. около 4°/, 

ЖелЪзо и сталь получаются изъ чугуна путемь выжигашя 
углерода и другихъ элементовъ, При получени желфза въ открытых 
пламенныхь печахъ въ вид тЪстообразной массы, оно называется 
сварочнымъ; при получени въ закрытыхьъ ретортахъ Бессемера, при 
весьма высокой температур въ жидком видЪ или въ такомъ же вндЪ 
въ печахъ Мартена, Томаса и друг. оно называется литымъ. Химице- 
ск составъ желЪза и стали указанъ въ процентахъ въ нижесль- 
дующей таблицё 15. 


Таблица 15. 


Процентный химический составъ жел#за и стали. 


Данныя Но\уе, 


918%. | углерода | Кренны | Марганца | Фосфора — СЪры, 
— с. 5. Мп. Р, 5. 


Сортъ жел. и стали. 


| 


Заклепоч. желёзо {.|004-010| 1005 ; 045 004 0,06 
Листовое » ..,| 0,08—0,15 0,10 0,80 | 9,06 0,07 
Сталь для осей. . ‚| 025-040| 004-06 | 040-080" 006 0,05 
Рельсовая сталь.. .| 045-070 | 010-920 | 080—110 | 0,06-- 0.10 | 0,06—010 
Стальн. отливки .. .| 0,30-0,50| 635-050! 0,80 05 | 045 
Рессорная сталь. ...| 0,65--0,75 035 ' 0,85 0,07 | — 

п рбааки о: [070-40] оо 


Изъ приведенной таблицы, видно, что въ смысиё химическаго со- 
става р®зкаго различ я между желёзомъ и сталью (по крайней мёрЪ 
при маломъ содержани углеродовъ въ послёдней), собственно не 
имЪется. Поэтому наибол%е правильною классификащею слФдуетъ при- 
знать ту, въ которой сварочный или литой метаплъ называется 
сталью тогда, когда онъ обладаеть способностью  закаливаться, 
По крайней мёрЪ въ извфстныхь случаяхъ это единственный при- 
знакъ отличя, 


108 ВЛЯНЕ МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ. 

Механическя свойства желЪза и стали зависятъ главнЪишимли 
образомъ отъ содержаня углерода; именно, съ увеличешемъ углерода. 
возрастает временное сопротивлеше и понижается вязкость, т. е, 
удлиневе при разрывЪ и сужеще въ шейкЪ. Зависимость понменован- 
ныхъ механических свойствъ отъ содержан!я углерода, указана была 
уже въ таблицв 4 иа стр. 86. 

Временное сопротивлене достигаетъ наибольшаго аначеня при 
содержани углерода около 1— 1,2, послф чего твердость металла 
падаетть. 

Посл углерода наиболЪфе существенное значене на механическя 
свойства оказываютъ; фосфоръ, сфра и кремнй. ВсБ эти тфла яв- 
ляются вредными. Фосфоръ уменьшаетъ пластичность металла, дЪлаеть 
его жесткимъ и даже хрупкимъ, при содержанм его свыше 01°, при- 
чемъ такое желфзо называется хладноломкимть, такь какЪ вред- 
ное вляше фосфора обнаруживается главйымъь образомъ при низкихъ 
температурахъ. Наоборотъ, сБра, при такомъ-же процентномт, содер- 
жан даетъ, такъ называемое красноломкое желфзо, так какь 
оно дфлается хрупкимь при температурЪ краснаго кальня, т. е. прн 
температурй около 900 Ц, Кремшй при содержащи свыше 0,4 повы- 
шаеть жесткость желфза. 

При премкахъ желЪза, кромф механическихь испытанй, полезно 
ограничивать процентное содержан!е вредныхъ примвсей, опредЪлен- 
ными нормами, напр. соотвтственно только что сказанному. 

Кл» числу полезныхъь примфсей стали сивдуеть отнести; никель, 
марганец, хромъ и вольфрамъ. 

Никелевая сталь обычно содержитъь 3 —3,5°', никеля м 
около 0,25%/, углерода. Она соединяеть вмЪстЪ весьма большое 
сопротивлене разрыву, большую твердость съ болышою тягучестью, 
при очень высокомъ предфлЪ упругости. Такое совмфщене цфн- 
ныхЪ свойствь вызвало примфнеше никелевой стали напр. въ вы- 
ДЪлкБ бортовой брони для военныхь судовъ. Представляя большое 
сопротивлеше пробизанно (при закаливаши съ поверхности), она 
вмЪстф съ тфмъ не раскалывается при проннкани въ нее снаря- 
довъ, Всл®дстве большой сопротивляемости повторнымь напряже- 
нымъ, она съ успЪхомтъ примЗняется также при изготовяени валовь 
для судовыхъ винтовъ, а также автомобильныхь количатыхь валовъ 
и осей. 

Марганцовая сталь обычно изготовляется съ содержанемъ 
12°, марганца и 1,58 углерода. Присутстве 1,5%, марганца сооб- 
щаеть стали хрупкость, увеличивающуюся съ. дальнфйшимъ повы- 
шешемъ. марганца; такъ сталь съ 4—5,5/) марганца можно дро- 
бить до размельчещя молотомъ, Однако еще дальнёйшее повышене 
марганца сообщаеть стали чрезвычайную тягучесть не понижая 
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большой ея твердости, Такимъ сочетанемтъ въ столь большой м%рв 
не обладаетъ ни одинъь изъ прочихъ спешальныхь сортовъ стали. 
Мирганповая сталь идетъ на изготовлене машинъ для раздроб- 
леня твердыхь торныхъ породъ, жел®знолорожныхь крестовинъ и 
денежныхь кассъ. (При нагрфвашн закаленная марганцовая сталь не 
отпускается). 

Область примфненя марганцелвой стали ограничивается трудностью 
ея обработки, а отчасти также сравнительно низкимъ ея предъломъ 
упругости, 

Хромовая сталь обычно содержитъ около 2% хрома н отъ 
0,8 до 1,2%/, углерода. Она соединяет въ себЪ большую твердость съ 
высокимъ предфломъ упругостн. Подъ влянемь сильныхт, ударовъ она 
не измБняеть формы и не даетъ трещинъ, почему и употребляется 
при изготовлени снарядовъ, штамповъ. 

Хромо-никелевая сталь соединяеть въ себф цфнныя свойства. 
какъ никелевой, такъ и хромовой стали. При 0,25—0,455/, углероца, 
5—6 никеля и 0,5—149/, хрома, она даетъ предфлъ временнаго со- 
противленя 64—85 клим? при удлинени въ 20—259,. Предбль упру- 
гости ея 54—73 к/мм?. Идеть на изготовлеме шестеренокъ въ авто- 
мобильныхъ двигателяхъ. 

Вольфрамовая сталь содержитъ обычно 510% (иногда до 
24%{,) вольфрама и отъ 0,4 до 2%» углерода. Она обладаетъ свойствомъ 
удерживать остаточный магнетизмъ, а также закаливаться ири охла- 
жденм посл нагрьваня даже на воздух%. Хромо-вольфрамовая сталь 
идетъ на изготовлеше быстро движущихся рЪзаковъ, такъ какъ она. 
не утрачиваетъ своей твердости даже при нагр®вани. 


48. Вмяне механической обработки. 


На сопротивлеШе металла оказываеть вляне какъ механическая 
обработка, сопровождающая процесс изготовлены даннаго матер!ала, 
такъ и механическая обработка, коей подвергается уже готовый ма- 
тераль, при приготовленм изъ него даннаго издъмя. Такъ проковка, 
прокатка, какъ въ горячемъ, такъ и въ холодномъ состоянм, далфе, 
закалка-измФняють механическуя свойствя иногда кореннымъ обра- 
зомт»; сверлеще, предварительное вытягиване, всякая вообще обра- 
ботка оставляеть, такъ сказать, слфдъ въ механическихь свойствахъ 
матервла. 

Проковка и прокатка въ горячем состоянм повышаютъ, какт» вре- 
менное сопротивлене, такь и пластичность матерала. Холодная иро- 
катка повышастт, временное сопротивлене и предЪль упругости ма- 
терала, но понижаетъ удлипене при разрыв®; иногда, при холодной 
прокаткЪ, предфль упругости доходитъ до значешя временного сопро- 
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тивлен!я даннаго матерала. При прокаткЪ, въ направлени поперекъ 
прокатки сопротивлене всегда получается ниже, чёмъ вдоль прокатки; 
разница въ широкихъ листахъ составляетъ около 10%}, а въ брускахъ 
и фасонныхь профиляхъ достигаеть иногда 35°}. Разница всегда 
больше въ сварочномъ желЪзЪ, гдЪ частиды шлака способствуютъ от- 
дфленно между собою продольных» волоконъ. Удлинене при разрыв® 
поперекь — волоконъ 


Мени . 
на же. ди. весьма мало и соста- 
55.1 вляетъ обычна 20 — 


30° отъ удлиненя 
вдоль прокатки, 
Закаливан!е зак- 
лючается въ быстромъ 
охлаждении предвари- 
тельно нагр№таго ме- 
талла, содержащего 
углеродъ, до высо- 
кой температуры. Для 
этого накаленный ме- 
талль опускаютъ в 
воду, масло, иногда 
: въ раскаленный сви- 
: : : нець; нёкоторые сор- 
РУ 39» та стали закаливаются 
при охлаждещи даже 
на воздух. Не входя 
Фиг, 155. въ разсмотрн изм$- 
нешя химическаго и 
микроструктурнаго состава, происходящаго въ матармалё при за- 
калк®, мы отмЪтимъ лишь изм$нене механическихъь свойств ма- 
терала посл его закалки. Металль посл закалки становится 
тверже, временное сопротивлене его, равно и прел®ль упругости сильно 
повышаются (иногда вдвое). ДВЙстые закалки распредфляется не вполн$ 
равномврно, убывая отъ перифери къ центру; слёдстйемъ этого яв- 
ляются внутрення натяженя, причем» иногда закаленные предметы 
получаются хрупкими. Закаленный матер!алъ можно отпускать и 
отжигать причемъ матерталъ вновь получаетъ чаётью или цфликомъ 
свою первоначальную пластичность. Отлище отпускамя отъ отжига 
заключается въ томъ, что первое производится въ строго опредфлен- 
ныхъ границахъ. 
На чертеж 105 указаны даграммы испытан на растяжен!е трехъ 
образцовъ одной и той же марганцовой стали —-незакаленной, зака- 
ленной и отпущенной посл® закалки. 


50. 


НАЯ и омищовная 


Ор сибеоилолмиляякл полный, 
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При всякой механической обработкВ металла происходить явлене 
частичной или мЪстной закалки. Если напримфръ вытянуть брусокъ за 


предёлы упругости и зат®мъ снова его 
отпустить, то при новомъ испытани пре- 
ДЪлЛЪ упругости повысится, именно онъ 
окажется не ниже напряженя, до кото- 
раго былъ предварительно вытянутъ бру- 
сокъ. Чъмъ—-больше пройдетъ времени 
между двумя описанными испытанями, 
ТВмъ выше окажется предЪлтъь упругости 
и временного сопротивлен!я испытуемаго 
бруска. Сказанное весьма наглядно видно 
на даграмм5 чертежа 106, гдё лимя ПИ 
соотв®тствуеть вторичному испытанию 
послЪ краткой остановки, а линя Ш 
вторичному испытанию того же мате- 


Фиг. 106, 


мала послф продолжительной остановки (посл нЫсколькихъ часовъ). 


ГЛАВА УП. 


Расчеты на растяжене и сжат. 


49. Допускаемыя напряженя при растяжени и сжами брусьевъ 
постояннаго и перем$инаго сёченй. 


При расчет на растяжене брусьевъ постояннаго сЪченмя поль- 
зуются выведенными выше въ 21 формулами: 
К.® 


Р 

Е, 

по которымь отыскивается или допускаемая при условяхъ прочности 
сжимающая сила Р, или по данной сил\, опредёляется искомое сЪ- 
чеше в. 

Если брусь имЪетъ перемфнное сЪчене, то повфрка прочности его: 
производится ло- наиболЪе слабому с®ченню. Для нахожденя удлиненя 
такого бруса нужно раздёлить брусъ поперечными сфченями на эле- 
ментарные участки (считая по оси} длиною 42. Напряжене вт, каком 
либо дифференщельномъ элементЪ бруса имбющемъ площадь попереч- 
наго сфчеыя «, будетъ 


р 
5. 
и повёрка прочности 
Р=о А 
а удлинене 
Рах 
4 (М) -= Во. 


Удлинеше всего бруса, равное суммЪ элементарныхь удлиненй вы- 


разится такъ: 
, 
р 2 
А и — . 
у Дьы.® в [= 


9 $ 


Интеграль можеть быть найденъ если извфстень законъ измЪне- 
я площади поперечнаго сфченя по длин бруса, т. е. в == { (2), Еспи 
законъ этотъ не можеть быть выраженъ математическою формулою, 
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то приближенное ршене получаемъ раздфливъ длиу бруса на эле- 
ментарные участки 42, т, е. по выраженйю: 


_Р Ая 
=Еры 


м 


Что касается до величинъ долускаемаго напряжен!я 1, для растя- 
женя и №. для сжаты, то таковыя назначаются соотвЪтственно каче- 
ству даннаго матерала, опредфляемому испыташями на разрывъ или 
сжат!е и требующемуся запасу прочности. Посл®дНЙ выбирается въ 
соотвЪтстви съ установившимся на то обычаемъ, примфнительно къ 
таблицВ № 1, а равно исходя изъ указанй № 45. 

Обыкновенно допускаемыя напряженя обусловливаются спещаль- 
ными техническими условями. Для практическаго же пользования 
можно указать слВдующя данныя. 


Таблица 16, 


Прочное сопротивлене главнёйшихъ металловъ, 
"Въ кгр. на кв. мм, 


_ __ Растяжение & —|  Сжаме 4% _ 
8! В & | д . 
овса В: 27 ВЕ 
МЕТАЛЛЫ. ЕВ | Едай 18| ВО | 55, 
ва [Зо сад Н& ЕН 
БЕ Е.Е] ОЕ Вох 
я |СаЕЕ СВЕ = а 
Е ВЕЕТ 83 8 
Е ВЕБ СЕВЕ, Е | ЕЕ 
р : 
Сварочное жельз0,.....| 10 '! 75, 46 ' 816’ 75 
р | 
Литос жел5зо..... ..| 10—14 ' 75-42. 6 75 93| 68 
Литая мягкая сталь. ....| 12—15 8-10 | 4—5 12-45 8—0 
Никелевая сталь... ..| 20 [| 500 15 
Хромо-никелевая сталь ...| 20—100 15-75 | 10—50: 20-100! 15-75 
| : 
Стальная отливка... ...| 6— 10 | 46! 319-421 бо 
Чугун. о: т 75916 
я дь ее 6 Ри" ЗОО 
. В О 


При расчетв на растяжене дерева, обыкновенно руководствуются 
данными въ табл. № 7 предфлами временныхъ сопротивлени и запа- 
сами прочности, указанными въ табличкЪ № 1. Обычно для сосны и 
дуба допускаемыя напряженя Ё,--отъ 75 до 100 кгр. на кв. см. или 
8 


С. Вобровекй, 
В 
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отъ 30 до 40 пуд. на кв. дм., а для сжаля {, отъ 60 до 9 кгр. на 
кв. см. или отъ 24 до 36 пуд, на кв. дм. 

Для каменной, кирпичной и друг. кладокъ слфдуеть руководство- 
ваться при расчетв на сжат указашями табл. №№ 8, 9 и 10, а равно 
спещальными техническими условями. 

Обычное давлеше на кирпичную и бутовую кладку не должно пре- 
восходить 8-10 кгр, на кв. см. (3—4 пуда на кв. дм.); для бетона 
15—25 кгр. на кв. см. (6-10 пуд. на кв. дм.}. 

Въ бетонной кладк® допускаются иногда вытягивающИя напряженя 
д0 1—2 кгр. на кв. см. 


50. Вляве собственнаго вфса вытягиваемаго бруса. 


Пусть имфель брусъ съ постояннымь сёченемъ, ось котораго вер- 
тикальна, По оси бруса дВйствуетъ сила Р. Если необходимо принять 
2 во внимаше растяжене не только отъ силы Р, 

но и отъ собственнаго вЪФса, то очевидно, что 
$  чфмъ дальше будетъ взято отъ нижняго конца 

сёчене, тъмъ большя напряжешя будутъ по- 

лучаться въ поперечныхъ сВченяхъ бруса, такъ 

а | { какь съ удалещемъ поперечныхь сфчешй оть 
х Г | нижняго конца возрастаеть часть вытягивающей 


силы, происходящей отъ собственнаго вфса рас- 
положенной ниже с®ченя части бруска. 
Въ сЪчени И, расположенномъ въ разетоя- 


Ф ви = оть нижняго конца бруска, нагрузка со- 
стоить изъ силы Ри изъ вёса нижней части 
Фиг. 60. бруска равной 1% гдЪ 1 вЪсъ единицы объема 
бруска, Напряжеше въ этомъ сЪчени 
Р--юй _ ТР 
т и и) 


® Г] 


Наибольшее напряжеше получается при д == тах, т.е. дня 
Поэтому повфрку прочности надо произвести но выраженио— 


о 
ть, (2 


ГДВ д вЪсъ всего бруска, 
Удлинеше элемента бруса @х, удаленнаго въ разстояни 2 отъ ниж- 


няго конца будеть (6,23); 
3 р 9х 3 
дер (+) у (3) 
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Полное удлинеше бруса 


й 


иона 


или, умножая и дЪля послЬдн членъ на &- 


7 


у 5(Р+). (4) 


51. Брусъ равнаго сопротивлен/я. 


Брусомъ равнаго сопротивленя при растяжени называется верти- 
кально расположенный брусъ съ подвфиеннымъ къ нему грузомъ, при- 
чемъ брусъ вытягивается этимъ грузомъ и отъ собственнао вЪса и 
имЪетъ такую форму, что въ каждомъ поперечномъ сфчени испыты- 
заеть одинаковыя напряжен. 

Если разсъчемъ такой брусъ въ разстояи 2 отъ нижняго конца, 
то въ этомъ. сЪчеши дФиствуетъ вытягивающая сила 


-= Г 16 ал. 


Услове прочности выразится уравненемъ -- 


Р-+ До ой. 


Для рышеня этого уравненя относительно ® надо 
его дифференцировать по перем нному 25; тогда получимъ Фиг, 61, 


что можно написать 


и ы 
— = 
Г , 
Интегрань этого уравненя буделъ 
но и + С. 


Произвольное постоянное опредфлится полагая д; 


ви, что тогда ® обратится въ, причемъ 5 — ‚ 
ы 


0, изъ того усло- 
‚ согласно 49; 


де 
СлЪдовательно 


ш 
И , 
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Переходя оть логариемовъ къ самой величин5, найдемъ 
т, 
Ф=о,0й = 


(5) 


Ршеше это всегда возможно при любой конечной длин® 2, при- 
чемъ форма сёчешя произвольна. 


52. Статически неопредфлимыя задачи, 


Когда при опредфленм напряжешя недостаточно для опредЪленя 
неизв®стныхь (напряженй) числа уравненй, даваемыхь статикой, то 
задача является, какъ говорятъ, статически неопредфлимой. Въ этихъ, 
случаяхъ число уравненй статики пополняется уравненями, составляе- 
мыми на основани наблюденя надъ деформащею, причемъ обычно 
вримЪняется  законъ Гука. Примфрами. статически неопредвлимыхь 
задачъ при растяжени или сжат могутъ служить случаи подвёши- 
ван, или поддерживая груза стержнями (канатами, цфпями и пр.} 
изъ различныхь матераловъ, или хотя и одного матер!ала, но въ числ 
нЪсколькихь штукъ. 

Въ этомъ случа статика даетъ уравнене: 

Раю, но, аи, +... 5. 
ГБ <; искомое напряжеше въ стержнЪ съ площадыо поперечнаго с®- 
ченя ®, Вспомогательныя уравнены получаются изъ условя, что при 
дЪйстви груза Р вс стержни получаютъ одинаковое удлинение 41, слЪ- 
довательно и относительное удлинене 


а а, 


й 


й 

Такимъ образомъ всего имземь 1- 
съ я неизвЪстными. 

Къ числу статически неопрелвлимых”ь задачь относятся напримёръ 
расчетъ на сжале желзо-бетонныхь колоннъ. 

Для иллюстраши приводимь примръ. 

Колонна иметь квадратное сфчене со стороною 60 см. и усилена 
четырьмя желфзными прутами толщиною по 2 см. 
Опредфлить напряжене въ желёзЪ и бетон% при на- 


(: —1), т. е, » уравнеши 


= ря грузкЪ на колонну въ 100 тоннъ. 
в0 ча Имъемъ 
1. Р-- 100 000 кгр. 
Фр == 603 == 3600 см.” 
Фиг. 105. Ф„-= 4 Х 3,14 == 12,56 см? 
Р == 6 ®б - ыши == 100 000 = ви. 8600 -р о» . 12,56 [@) 


“од. (^) 
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Обыкновенно отношене коэффишентовъ упругости желфза и бе- 
тона принимаютъ равнымь 15 


Т, @, в == 150%. 
Подставляя въ первое уравнене (4), найдемъ: 
100000 — о (3600 = 1$ Ж 12,56) 


откуда 
__ 100000 


91 = 3788,4 
и напряженще въ жел®зЪ (8) 
9 == 15 Ж 26,4 = 396 кусм.? 


== 26,4 к/см/ 


53. Вщяе измфнешя температуры. 


Какъ извЪстно при измЗнени температуры брусокъ свободно ле- 
жащй измняеть свою длину, укорачиваясь при понижени темпера- 
туры и удлиняясь при ея повышенм. Если Концы бруска задЪланы, тб 
при измънеи температуры брусокъ получаетъ противодёйствие къ 
измфненлю своей длины, причемъ реакщи задфлокъ вызываютъ натя- 
женше бруска. 

Для отысканя возникающихьъ въ бруск6 напряженй булемъ раз- 
суждать, какъ при рёшени статически неопредфлимой задачи. Пред- 
ставимъ себ явлеше мысленно расчлененнымъ: брусокъ удлинился 
(сжался) отъ измёненя температуры, а затЪмъ сжался {удлинился) отъ 
дЪИстия реакшй задфлокъ. Въ дЪиствительности явлеше произошло 
эдновременно. 

Удлинеше отъ измнешя температуры 

=Н = 
ТДВ & линейный коэффищентъ удлиненя (на 1° температуры) & изм®- 
неше (въ градусахъ) температуры, { длина бруска. 

Если Р есть неизвъстная реакшя задфлки, то удлинене отъ дЪй- 
стыя этой реакши будетъ 


и 


м = 


о" 
Такъ какъ въ дЪйствительности брусокъ не измФнилъь своей 
длины, ло слФдовательно 
мм 0, | 
откуда, подставляя найденныя только что значеня [полагая =, ] 


3.1 


— =; 
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Знакъ — показываеть, что при повышени температуры произой- 
детъ сжате, а при понижени растяжеше, 

Подставляя для желЪфза в = 0,000012 и Ё— 2000000 к-/см.?, 
найдемъ, что напряжене, происходящее отъ измфненыя температуры 
туры въ желфзЪ при задблкЪ концовъ 


уе Вай. 


т. е. составляеть 24 к/см? на каждый градусъ измфненя 
температуры по Цельс!о, 

Полезно обратить внимаве на то, что какъ это видно изъ выра- 
женя для ©, напряжене при измёнени температуры не зависить ни. 
отъ длины задфланнаго бруска, ни отъ площади его поперечнаго с- 
ченя; реакщя же задфлки очевидно пропорцюнальна площади попе- 
речнаго сЪченя бруска, ибо Р == в. 


54. Расчетъ стёнокъ сосудовъ. 


Здфсь разсматриваются лишь тЪ случаи, когда толщина ст®нки со- 
суда весьма мала по сравнению съ размфрами всего сосуда. а также 
по сравнению съ радусами кривизны поверхности стфнки. Къ такимъ 
сосудамъ можно отнести напр. резервуары для воды, газа, котлы и т, п. 
Если сТЪнка имФетъ значительную толщину, или малый радусъ кри- 
визны, то деформащя ея заключается не только въ растяженм или 
сжат, а также и въ изгибЪ и такой случай долженъ быть разсмо- 
трьнъ особо. 

Всли вообразить себф напр. котелъ цилиндрической или сфериче- 
ской формы, то при давлени газовъ (воды, или друбого вещества} ко- 
тель сохранитъ свое подобе и деформащя будетъ заключаться лишь 
въ увеличен (уменьшенйй при давленыи снаружи) объема, сопрово- 
ждаемомъ соотвётственна удлиненемъ (укороченемь) стВнокъ котла. 

Пусть 8 есть толщина стЪнокъ сосуда р давлеше на стзики со- 
суда [жидкости, газа или т. п.] въ атмосферахъ т. е. кгр. на кв. см. 
поверхности котла, р, и р, главные радусы кривизны, причемъ р, ра- 
мусъ кривизны, соотв тствующ меридюнальному сЪченио. Для со- 
ставлешя услоЙ равнов® Ся выдёлимъ изъ поверхности котла эле- 
ментъ двумя смежными меридональными сЪчешями и двумя плоско- 
стями нормальными къ меридану. Пусть 45, длина элемента вдоль ме- 
ридана и 4$, длина элемента перпендикулярно къ меридану. Углы 
между проведенными сфчешями будуть, какъ это указано на чер- 


й р й 
тежф 107 “Я и г . При дйств/м давленя р, элементь деформируется 
: я 
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такъ, что количество 4, и 45, получають приращене, причемъ вы- 
двленный элементъ сохраняет прямоугольную форму; отсюда слдуетъ, 
что въ плоскостях сЪченя (т. е, къ 
ребрамъ толщиною 5) элемента долж- 
ны быть приложены нормальныя на- 
пряженя в, И в, распредфленныя 
равномфрно по сБченно, толщиною 8 
и длиною 45, и 4. Направлене 5, 
совпадаеть сь касательной перпен- 
дикулярной къ меридану, а напря- 
жене о.—съ касательной къ мери 
даву. При указанных» обозначеняхт, 
усиля, приложенныя къ бомовымъ гра- 
нямъ элемента будутъ: 


=, 44,5 и В, =, 8. (7) Фиг. 107. 


Къ поверхности же элемента приложено нормальное усиле отъ 
давлешя пара, газа или воды и т, п. 
Р==р 4, 4. 


Пренебрегая в®сомъ элемента, составимъ сумму проекши силъ на. 
нормаль къ выдфленному элементу 


Р-р 


ы Е 


Замфняя зи угла величиною самого угла и выражая Р, и Р, въ 
напряженяхъ о; И <, по сокращени, найдемъ: 


=. 8) 


Для шарового сосуда, когда р, = р» и по симметри в, == а,, най- 
демъ 


й 
в. (9) 


При внфшнемъ давленм напряжене о будетъ со знакомъ 


сжат. 
Для цилиндрическаго котла получимъ въ цилиндрической части 
в = ©2, слФдовательно изъ общага выражен: 


а = ор , {10 


ГАВ р, ращусъь цилиндра. 
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Напряжене ‹,, стремится разорвать цилиндръ вдоль производящей 
цилиндра. Для нахожденя напряженя <., проведемъ плоскость с%че- 


+ 


Фиг. 198. 


ня {, тогда сумма проекщй напряженй 
дъйствующихъ на отсфченную часть котла 
на ось цилиндра будетъ 


УД, =2яр 8.0. 


Давлеше же оть пара газа или воды 
равное давлешю на днище 


УХ, = = 


Изъ условя равнов5 я У .Х = 0, найдемъ: 


Ри 
ы ай 


Сльдовательно напряжен[е въ поперечномъ къ оси сфче- 
н{й въ два раза меньше, нежели въ продольномъ. 

Это подтверждается случаями взрывовъ котловъ, всегда разрываю- 
вающихся (при разрыв въ цБльномъ м%5ст} ло производящей. 

Напряженя въ днищахъ находятся какъ указано выше, 


ГЛАВА УИ, 


Смят!е и твердость. 
55. Общя замЪчаня. 


При нажатии одного т%ла на другае, оба тЪла сжимаются. Если соприкасане 
сжимаемыхь ТЬлъ происходитъ на сравнительно небольшой поверхности, или 
площади, то происходить м%®стная деформащя, не распространяющаяся далеко 
внутрь сжимаемыхь тВль. Такое явлене напр. происходить при перекатывани 
колесъ по рельсамъ, когда теорстическое касане должно бы происходить лишь 
по лиши или вообще при нажатми цилиндричёскаго катка на плоскость, или 
цилиндръ, наконецу, при вдавливани шарика и т. п. Подобную деформацю, въ 
отлище отъ разсмотрЪнной выше теор сжатия, назовемъ деформащею сият!я. 

Пусть имфемь два тЪла, касающихся въ точкЪ, или по лини. Такое касане 
будемь ниже называть «свободнымъ касашемъя, Низовемъ давлене въ нЪхо- 
‘торой точк$ поверхности соприкосновеня, отнесенное къ единицф площади, или, 
иначе говоря, простое нормальное напряжеще, черезъ <, углублеве н$®которой 
точки & перваго т®ла, лежащей на его поверхности, черезъ 8, точки второго 
тВла соотвЪтственно ииЪющей двЪ обийя координаты 2, у съ точкою Ми 
третьи координаты которой совпадает сл» направлещемъ давлены, черезъ 2» 
и черезь д: и о, нфкоторые коеффищенты, зависяще отъ природы, соприкаса- 
ющихся тВлъ. Наконець 6 пусть будеть сближеще между двумя точками, съ 
двумя тёми же координатами =, у. неподвижио связаннымъ каждая съ однимь 
изъ касающихся тёлъ, Посл соприкосновеня обоихъ тФлъ, основныя условя 
общя для всвхъ теорй выражаются такъ: 

ь 


| 


т. в. напряжен!е въ каждой точк% поверхности соприкосно- 
вентя пропорц!онально величин ® углублен! я данной точки 
этъ своего первоначальнаго уровня, Эти уравненя могутъ быть. 
вообще говоря, приложимы, какъ къ тфламъ упругимъ, такъ и неупругим *) 
и вдинственнымъ условемъ, ограничивающимь предвлъ ихъ приифненя, является 
лишь однородность тзлъ, 


?) Въ послбднемъ случа% коеффищенты а на протяженм упругой и зат®мъ 
неупругой деформащи уже будуть между собою вообще различны, 
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Дальнзйшее основное и существенное отлифе въ выводахл, можно свести 
къ различю во взглядахъ на ноеффищенты я; и ч.. Если мы имфемт, дЪло съ 
упругими тФлами, го па основани закона Гука, справсиливость вираже {1} 
иметь мЪсто лишь при услови перемфннаго значеня а: 

и | (2, 
т ь 


гдЪ Е, н И, коеффищенты упругости перваго и второго тёлъ, а #; и г. н®ко- 
торыя линейныя величины, занисящя отт, вида, разм$ра и природы соприкаса- 
ющихся тЪлъ; къ такому виду относятся решевя Грасгофа, Тетмайера, Кёпке. 
Резаля и Вильмана, 

Тлавнёйшимь затруднещемъ при такомъ взглядВ на явлеще, — это неиз 
вфстное значеше линейныхъ величинъ т; И и». Задача, поставленная условемъ 
[() при существовании (2)|, есть задача о сжати упругаго тфла, причемъ 
коеффищенты а; и а. непосредственно зависятЪ оть размёровъ всего ‘гла, ибо 
въ случаВ подобныхъ т®ль линейныя величины 1; и", пропорщенальны линсй- 
нымь размёрамъ т®ла, 

Напративъ, Стеварь, Винклер, считаоть, что коеффищенты а; и а, за- 
висять отъ твердости твлЪ и опредфляются независимо 
отъ деформац:и всего т8ла, а лишь сият1емъ въ точках 
весьма малой поверхности соприкосновен!{ я обоихтъ тфлъ. 
СоотвЪтственно этому, постоянныя величины а, и а. можно разсматривать какъ. 
коеффиценты твердости касающихся тЪлъ, независимо отъ того, слЪ- 
дуютъ ли тЪла закону Гука или нфтъ, Очевидно, чта въ этомл, случа сложное 
явлёше соприкосновеня разр8шается при услови сведеня этого явлешя къ 
новой деформаши—смят!ю т%ла, 

Наконецъ Герць при изсибдовани явленя исходить изь общих условй 
равнов®ся совершенно упругаго тЪла и такимъ образомь устанавливается 
связь (по крайней м8рф теоретическая) между напряженнымъ состоящемъ при 
свободном касами съ напряженными состоянями, вообще уже изученнымъ, 

Итакь, всВ теоретическя работы о свободномъ касани тзлъ сводятся къ 
тремъ теорямь 

1) Теоря касаня, при которой разсматривается упругое с жат!е каждаго 


изъ соприкасающихся т®ль въ его цфломъ, или въ его части (но обязательно 
ро 


значительной) при различныхь произвольныхъ предположеняхь {®. ва=,)- 

2) Теоря, разсматривающая свободное касане тЪлъ съ точки зрЁня де- 
формаци смят!я *): Стеваръ, Винклеръ, Кюблеръ (% == сопз!). 

3) Теоря свободнаго касашя тЗлъ, разсматривающая дефермацию совер- 
шенно упругаго ла. Вуссинекь, Герцъ. 

Остановимся подробяфе на двухъ поименованныхь внше 2) и 3) теоряхъ: 
Стевара и Герца, такъ какъ остальныя составляюгь ихъ частные случаи, 


56. Теомя Стевара **). 


Пусть два тфла, произвольнаго очертаны ограниченныхь въ мвсгВ ихъ 
соприкосновеНя кривыми поверхностями, касаются другъ друга въ точк» д, 


*) Чтобы оттФнить разницу въ теоряхь Ти 2 дальше всюду при изложени 
сори 1 деформашя вызвана сжат!емъ, а вЪ теори 2, смят}емъ, 

#*) З{еуат!, №ез 1 1е5 дергез10п5 дие зи Бел Чеих согрз еп сопась, 
Веуце пигуегзеИе фея пулез, 1874, Уп. 36, р. 148. 
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лежащей на оси #, совпацающей съ направленемь давленя Р между тёлами. 
Черт. 109. Под, вмящемъ давленя, точка касаня 4 перемвстится въ точку 0, 
причемъ отрЪзокт 1/=0. Точку ( примемъ за начало прямоугольных коор- 
динатъ. Разсфкая систему вертикальною плоскостью (43, находимт, въ АВ 
сьчеше перваго т5ла, въ 4С сфчеше второго тЪла и въ ©Ё сфчеме поверхно- 
сти соприкосновеня, 

Пусть 2, == И, и) будетъ уравнене поверхности .17^ 
9%» > » аи 


Наконець 2 ордината н®которой точки и, принадлежащей поверхности 
соприкосновены и взятой въ счены С. 


Фиг, 109. 


Посл надавливаня верхняго тфла на нижнее, точка # перваго тЪла и 
точка 4 второго тЪла опустились и совыфстились въ точкф и. Опредвлимъ 
величину смячя въ каждом тёлз по лини ме параллельной оси .довъ. Въ 
первомъ т®лВ отрёзокъ #ё обратился вЪ и”, поэтому величина смятя перваго 
т®ла будеть # — ни; во-второмъ —отрёзокь аш обратился БЪ ли, поэтому ве- 
личина смятия будетт ай. 

Обозначим: 


ВВЕШЕТ: а; 


ЕО =енвтЕчьу Ч 
=; миа 
тв == 

я = из м ау 


Имбемъ: 
и =я-а; 


а=ч-— + -2), 
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и смяте перваго т®ла 


<мяте второго тфла 


Поэтому согласно уравненю (1): 
а (и 2-1), 
. у [© 
6:20, (4—2), 
изобразять собою напряжея по направленно оси & перваго и второго тфлъ, 


въ тозкахъ, коихъ координаты будуть п, 9. 
Уравнен:е поверхности соприкосновен1я. По условрю равно- 


вв (1) должно быть 


откуда 
(4) 


Лаоса) — и} 
ив, 


У=0, должио быть 


будеть уравнеше поверхности соприкосновеня. Для # == 
10,0 =20,0=% 
и вывстЬ съ тфмъ #=0, слдовательно 
= 9, 6} 
«+ 
вт.) шо (т, т, [3] 
а; + 


далфе (4) и (5): 


2+8 


т. в видъ поверхности соприкоснавеня зависить отъ вида поверхностей обо- 
ихъ касающихся тФлъ и отъ коеффищентовъ твердости матераловъ. 
Граница соприкосновентя, Величина поверхности соприкосновения 
для твердыхъ тТЬть весьма незначительна; поверхность эта ограничивается 
кривою, которая опредвлястся тотчасъ же. Пусть координаты точки С будуть 
жур из’, Имвемъ > 
ВР=и (ту) =а-я, 
бодр 
Вычитая второе уравнене изъ перваго 
ОВ фи 


Согласно (5) 


Ир) =5 [<] 


Величина напряжен!я. я. Пусть на эяементъ поверхности въ точк® и 
действует сила АР. 
Имвемъ согласно (21) 


АР да [2 (0,5) —  @® ау. 
Принимая 2о внимане уравнене (6), напишем 


ув и-ов и] | 44% в 
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что согласно (5} можно написать такъ: 


АР ин, а. 9) 


я 


Для “—0, у-=0, найдемъ наибольшее напряжене изъ (81 


мил о = в 8. 


Для Л(, и) — $ (а, у) „-Н\ Или что тоже, для элемента расположен- 
наго на границв поверхности соприкосновеня, величина напряженя {9) 


зн 9 =0. 


Сл дств!е. Изъ выраженя (9) выводимъ пажныя слфдстия. Имфемъ 


изъ чертежа . 
ин: И, у) -н (4 д) =-а, ++ аз; 


(1+1) 
аа. 

Интегрируя это уравнене въ предёлахъ границы поверхности соприкосно- 
вен, напишем: ” 


ве) Дика 


ТАБ Г, и Г. объемы, заключающеся между каждой изъ поверхностей ЕВ и АС 
и основанями цилиндра, причемъ основаше цилиндра есть проекщя на плос- 
кость ХУ поверхности соприкосновения, а производящая лишя 20. Сумма этихъ 
тЬль равна исчезнувшену объему. Положимъ И, - Гз-= Г, тогда 


Слфдовательно 


= (а, Е 25) 42 чу. 


п ИИ, [60 


р № у 


а [И 


Если 8 есть проекщы поверхности соприкосновешя на плоскость ХУ, та 


на основани (9) 
аа. ГР, и, и 
В / [кофе } 2% 2 


Выражене, ствящее подъ зчаками интсграловл, есть объемъ, заключенный 
между цилиндромъ съ основанемъ равнымъ проскши поверхности соприкосно- 
веня и производящей ЯС и объемомъ Г. Называя объемъ вышеуказаннаго ци- 
линдра черезъ Г, найдемъ, что объемъ, выражаемый интегралами послдняго 
‘уравнешя будеть У = Г, И, т. в, 


или, припоминая (7). 
13} 


гдЪ согласно (11) второй множитель представляеть собою объемъ Г. 

Прим нен:е къ касан:ю двухъ цилиндровъ. Производяиия 
цилиндровъ параллельны оси У. Ращуеъ верхняго цининдра (или лишь ращусъ 
кривизны нижней поверхности вблизи соприкосновения) назовемь черезъ ®., 
соотвЪтственная величина для нижняго цилиндра пусть будетуь *,. Уравнеше 
верхняго цилиндра 
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причекь зерхнй знакъ относится къ случия внфлияго касаны, п нижнй къ 
случаю касашя внутренняго *). 
Уравнене нижняго цилиндра 


ий ет 


Согласно уравнения 16} имфемти 


И 


ме, син 
аа, 


откуда видимъ, что поверхность соприкосновеня есть цилиндр, пересЪкающе 
26% цилиндричеся поверхности касающихся цилиндровъ по производящимъ, 
опредфляемынъ уравненемъ (7) 

у; 


ии 


Изъ этого уравненя кайдемъ полуширину поверхности соприкосновешя 2, 
положив а =, Принимая во внимаще, что 5 всегда весьма мало по срав- 
неню съ и и т., можно, развернувъ коревь по формул Бинома, ограничиться 
„степенями не выше второй, 


ис 


Такимъ образомъ, имъень 


ит 

р (; 7 
„откуда 
15) 


Сь другой стороны имЗемль 


Объемъ Г, если принять по малости дугу цилипдравъ ма протяжени оть 
— до --6 за параболу, при длинф цилиндровъ /, равень 


= 


зе 


Слбдовательно согласно (5) напиемъ: 


„(1 й 1) Е 


3 1, ' 


откуда. 
ВА, ие 
3 : 


*) Въ работ® Стевара разсмотрену лишь случай внфшняго касан!я; эдВсь 
же этотъ выводъ распространенъ и на случа внутренняго касаня, 
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Изъ уравнений (151 и (16) находимь окончатольныя формулы для описаны 
хасашя двухъ цилиндрическихъ поверхностей; 


97 


И 


32 ии г 
Въ этихъ формулахь верхнй знакт, передъ ›; относится къ случаю внЪин 
‘яго касаня, а отрицательный знакъ къ случаю внутренняго касашя. Сумма. 


т) . 
=, 1 характеризует собою кривизну въ точк№ касаня, ее обозня- 
й 


1 
чим черезь 7, причемь р можеть быть назваиь приведениымъ раде 


усомъ кривизны, 

Этимь и ограничивается работа Стевара, который не далъ величины коеф- 
«фищента а, выразивЪ лишь пожелане, о необходимости производства соотв$т- 
ственныхъ опытовъ для опредёленя этой постоянной, 

Частные случаи. 

1) Цилиндры имвютъ одинаковые ращусы кривизны и сдфланы изъ одина- 
коваго матерала Т. ©, ;-=2, = т и 4: =%=4 плина цилиндра 1==1; нагрузка 
на погонную единицу 2; 
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это для внёшняго касавя. Въ случа внутренняго касаня формулы не даютъ 
конечнаго результата, ибо р=0, тогда = 8=0, ‹=0, что показываеть, 
что въ этомъ случа® цилиндрическая цапфа не можетъ быть расчитываема на. 
«мяЧи; и это понятно, если принять во вниманве, что при такомъ касаши про- 
исходить уже не смяще, а сжаче всего цилиндра. 

2) Катокъ длиною 1—1, опирается на плиту того же матерала; въ этомь 
хлучаЪ *, = и 


(19) 


причемь г =. 
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3) Касаще цилиндровъ одинаковаго матерала какъ вн®шнее, такъ и внут- 


реннее можеть быть описано формулами (17), преобразованными въ простыя 
выражены 


420) 


причем =. 


ел 
длины касательной производящей, 
57. Основан: и результаты теор!и Герца. 


Изсльдоване Герца о свободномъ касани составляеть отд®льную научную 
задачу, подробная разработка которой не отвфчаетъ назначен настоящей 
книги. Здбсь приводятся лишь основашя и результаты теорм Гевца *). 

Териъ даеть систему слалающихь перемфщевй, совмфстныхь съ основ- 
ными условями равноввея и удовлетворяющихь конечнымъ условямтъ. При 
этомъ принимается, что соприкасаются два т$ла съ, совершенно произвольнымъ 
очертащемъ поверхности, но ито размры поверхности соприкосновеня малы 
въ сравнешемь съ радусомъ кривизны самой поверхности, Вл, отлие отъ 
твори Буссинска занимавшалося подобным» же вопросомъ и, изслёдовавшииь 
упругую деформанйо всего т®ла, тутъ выподится выражене для деформащй, 
возникающихь въ самой плоскости соприкосновены; въ конечныхь же разсто- 
яняхъ отъ поверхности соприкосновент перем щеными пренебрегается. Задача 
Герца опредФляется именно слёдующими поставленными имъ условями: 7) пере- 
ыЪщеня и напряженя выражаются такими дифферевцальными уравненями, при 
которыхъ напряженя въ конечномъ разстояни отъ поверхности спприкосно- 
вены обращаются ть нуль; 2} касательный напряжения въ поверхности соври- 
косновешя обращаются въ нуль; 3) интеграль нормальныхь напряженй въ по- 
верхности соприкосновения равенъ визшинему давленно Ри нормальтия наиря- 
женя внЪ поверхности соприкосновеня равны нулю. 

Пусть система координатъ неразрывно связана съ тВломъ и начало коор- 
динать въ данномъ случаб въ томкВ касаны, 

Общы кифференшальныя услофя раннов$оя совершенно упругаго ‘гла для 
оси Х даютъ: 

х! 
в= 


м, 2 
и) ид де 


*) Рорр!. Уопезиряеп Бег Тесв. Меспапик. Безбикенчерте. Изложене 
Фёппля здфсь преимущественно и приведено. Стр. 402 рус. издашя. 

Подробное изложеше находится въ сочиненяхъ: 

Нетпг:ей Негех Чебег 4. Вегбгипх (езег, Чавйзскег Кагрег. допгла! 
| тете МалетаНк. 1882. ВЦ. 92 $. 156, 

Метап@ипвеп &, Уегепев &. Ве гаетип& 4е5 Самет ейсчес 1882. 5. 449. Здсь 
уже бол5е краткое изложене. 

Негт2, СезаттеНе \Усгке В4. 1. $5, 155, 174. 
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гдв @ такъ наз. коеффищенть поперечной упругости причемт, 

Е 
2:1)” 

Прежде ч#мъ написать условй равнов\ея для осей Уи 2, упростимъ нь 
сколько это выражене, 

Сумму вторыхъ производныхь извЪстныхъ функщй обозначимъ символи- 
ческимъ значкомъ Ат, т, с. 


№3 


Член и, въ которомъ с обозначаеть относительное приращене объема 
имбеть значене: . , 
е_ 9 Е „97 -®); 
оз ди\аь бу 021* 


поэтому общёя уравнены равнозЪс/я совершенно упругаго тЪла по тренть прямо- 
угольным осямъ координата, нанишутся такъ: 


(271) 


Для изслЪдованИ Герца эти уравнешя удобн®е соединить въ одно. Обозна- 
чимъ черевъ ^ по величин® и направлению упругое персмёщене точки 2, и; 2, 
такъ что & при 5 представятъ слагающия величины 5; черезъ Е обозначимъ 
объемную силу, тогда ` 


Ао {22} 


Бсли объемными силами можно пренебрегать, то послфАНИ члейъ пропадаетъ. 

Вь твори потенциала доказывается, что сила исходящая изъ произвольно 
расположенных» массъ и подчиняющаяся закону Ньютона, (т. е. изм®няющаяся 
‘обратно пропорщюнально квакрату разстояня), всюду внЪ этихъ массть удовле- 
творяетъ указанному уравнешю. Вообразимъ, что изъ поверхности соприкосно- 
веня исходить нЪФкоторая сила; если теперь положить перем®щеня въ упру- 
гомъ тВл® пропорцюнальными такой силЪ, то получится возможная система, 
деформащи, Остается подчинить ее конечнымь условымъ. Для этого можно по- 
цобрать другую функщю, аналогичиую первой, но которая удовлетворяла бы и 
основнымъ условямъ равновЪс и конезнымъ услов!ямт,. Феппль считаетъ, что 
именно такимл путемт, математическихъ полытокт и была рЪшена задача Герцомъ. 

Потенщальная функщя массь, распредфленныхь по поверхности пусть бу- 
деть Р; составим функцию [" опредфляемую уравненемъ 


<> 
Н=56, "а | Ре 
; 


и положимь 
9 _ап. 


981 = ду; 


гАЖ С;, ьи 0, поетоянныя для данныхъ твлЪ величины, зависяшя оть коеф- 
фищентовь упругости и постоянной Пуассона. 


С. Побровекуй. 9 
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Написанная система деформашй удовлетноряетъь основнымъ уравненях 
равнов вся, если между постоянными (4, (', и С, существуеть услове 


тд 1 ныбеть то ме значеще что и выше. СлЪдующее соотношение между 
з ” е 
постоянными <, 6. С, опредфияется услошемъ, что касательныя напряженм: на 
поверхности равны нулю, причемъ для этого необходимо 
20, — 20% + &=0. 
Пользуясь этими соотношенями выводится дифференщальное выражен 
для в,; если направлеше давленя совпадаеть съ осью 2, то 


ви _9Г\ 
ия-в)8 


т 
ит 


На поверхности тфла, т. ©, для г=0, это выражене обращается въ 


т де 


2 -л “Е вы 


55 


причемь ата величина всюду, за исключещемь поверхности соприкосновены, 
равна нулю, 

На самомъ ди слФдуеть принимать во внимане оба тфла и слёдствемъ 
этого являются еще друпя конечныя услов!я, 

Наиболфе важные результаты, которыхъ достигъ Герцъ, сл®дующе. Пред- 
положимъ, что въ естественномъ состояни, когда тзла соприкасаются только 
въ одной точкф, отысканы вблизи творетической точки касаня точки сопри- 
коснорен!ы, весьма близкя между собою и лежащия на н®которомъ постоянномъ 
въ направлени оси г разстоями. Эти точки, при проектировании ихъ на плос- 
кость касашя нормальную къ направлено давленя даютъ эллинсь. Тогда и 
поверхность давлёня дастъ также эллипсъ съ тахимъ же направлещемъ осей, 
но отношене осей въ послёднемъ отличается отъ отношеня вЪ первом. 

Для полуосей эллипса Герцъ нашель: 


2) 


тд численные коеффищенты в и 1, зависятъ отъ отношеня осей эллипса. Для 
нихъ Герць даеть таблицу. Главные радусы кривизны въ первомъ тфлВ 2 и 
ва и во втором тн и х.з. Величина @ и @}, имБють значены: 
4? —1 4—1 
9, м о 
Е ие, › 


ТАЗ Л; и Е, коеффищенты упругости матераловъ, Распредфлене пормальнаго 
по поверхности соприкосновеня напряжешя длется формулою. 


и 9. - 123) 


ус 

й а ей 

По краямъ поверхности соприкасашя, нормальное напряжене рално нулю и 
возрастаеть къ центру поверхности, какъ ординаты эллипсоида, постровинаго 


126, 
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на площадк® соприкосновешя; наибольшее напряжене въ полтора раза болыне 
средняго напряженя, получаемаго раздвлешемь силы Р на величину повер) 
пости соприкосновеня. 

Глубина упругаго смятя обоихъ тфлъ вт, точк® иуъ касаня 


тд < длина полуоси эялипса, а { 


ПримЪвнен]е къ цилкндринсскимъ ловерхностямъ 
Если цилиндры изъ различнаго матертала, то изъ общей формулы дия двухъ 
дилиндровъ съ ращусами и длиною л, И ». И длиною единица получаем 


‚+6 


1 Е: 


128, 


Частные случаи. 
1) Цилиндры имвютъ одинаковые размЪры и сдЗланы изъ одинаковаго мате- 


рИала. Величина постоянной Пуассона 1 =0,3. 
51,075 у= $ в=оз9 ИРИ 29 
; и ие +29) 


2, Цилиндръ опирается на плоскость того же матерали. ВЪ этом. случаЪ 


(30) 


3) Касаше цилиндров одинаковаго матерзала, какъ внфшнее такъ и вну- 
трениее можеть быть описано этою же формулою, если вифсто > поставить р, 
причемь эта величина изобразить собою приведенный радусь кривизны въ 


= у ‚или ре 


; тотда 
. 


ов" В. 9) 


",, В обращается въ 29, пзвь 0. 


въ точкЪ касаня, т. е. 


Для случая внутренняго касаё если #, = * 


59. Опытныя данный. 


Правильность и предфлъ примфнимости формулъ, дазаемыхь той или дру- 
той теорями о свободномъ касаши можно установить лишь опытнымъ путемъ. 
Выше уже было замфчено, что наибольшаго пниманя заслуживають теор 
Герца и Стевара; остальныя формулы или составляютъ частный случай общаго. 
выражейя Стевара, или выведены для частныхъ случаевъ и при допущеныхь 

9 
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часто совершенно неудовлетворительныхь. Въ виду этого ие представляется 
нужнымъ позфрять всф; формулы, изъ которыхъ к1ь тому же весьма часто одна, 
противорчитт другой, а вопросъ ограничивается лишь выясненемъ, которая 
изъ двухъ приведенныхь выше теорй отвфчаеть ближе дЪйствительности. До 
послВяняго времени всВ опыть надъ свободлымь касащемъ цилиндрическихь 
тммь сводились къ испытано катковъ и сл®довательно эти опыты могутъ под- 
твердить правильность формуль, соотвтствующихь частному случаю касаня 
цилиндра съ плоскостью. Однако съ большою степенью в®роятности можно 
утверждать, что если опыты подтверждают правильность формулу для касаня 
цилиндра съ плоскостью, то самый вопросъ о касащи цилиндрическихь тЪлъ 
рЬшенъ правильно, 

Для пов®рки твори Стевара необходимо знать величину коеффищента 
твердости а. Стеваръ высказалъ пожелане о производств» опытовъ именно 
для опредзленя коеффишента 9, но со времени опубликован его работы въ 
1874 году и до сихъ поръ этого не было сдЪлано ви лицами производившими 
опыты, ни изсладователями теорри касаны, 

Авторомъ вычислена, руководствуясь первою формулою {20), величина коеф- 
фищента тверности изъ деформацшй, полученныхъ при опытахт, американскаго 
инженера Мкайма. Среднее изъ 21 опыта значеше для коеффищента твердости 
получилось для литой стали 

& = 35,10% кгр.смй 


При атомь подтвердилось, что для практически допускаемыхь давленй вели- 
чина & дЪйствительно колеблется вт, допустимыхъ предВлахь и можеть быть 
принята постоянною, т. , тЖиъ самымъ подтвердилась правильность формулы 
Стевара дия опредзлешя полуширины площади соприкосновения, 

Опыты надъ сжимамемь катковъ производились въ Америк® въ 1887,8 тт. 
проф. Крандаллемъ и инж, Вингомъ, затбмть въ 1892 г, проф. Марстономъ 
и ВЪ 1893 г. инж. Мкаймомуъ. Эти опыты особенно цфниы для пов®рки при- 
водимыхь здфсь теор, такъ какъ повидимому работы Стевара и Герца не были 
известны американскимь изслФдователямъ. По крайней мфр® эти имена въ 
работахъ американскихъ инженеровъ не упоминаются, тогда как упоминаются 
имена Буссинека, Резаля, Деландра. 

Подробности опытов изложены въ сочиненм автора «Расчеть шарнировъ 
с0 свободным касанемь». 

Упомянутые опыты, подтверждая пригодиость формуль Стевара и Герца для 
оц®вки явленя соприкосновеня двухъ цилиндрическихь поверхностей по про- 
изводящей и подъ вмянемьъ сжимающей силы, кром® того даютъ непосред- 
ственныя указашя для разсчета зтихъ соприкасающихся т@лъ. Изъ опытовъ 
надъ опредвленемь ширины площадки соприкосновемя оказывается, что пре- 
имущество остается за формулой Стевара, 

Что касается до вопроса о величин напряжешя, то между двумя форму- 
лами сравнительно съ данными опытовъ замфтнаго различя въ смысл® преиму- 
щества ифтъ. Однако выяснене какая изъ днухъ формулъ боле правильна, 
зАЪсь еще болбе необходимо, если принять во внимане, что по Герцу, для 
двухъ подобныхъ цилинировъ при заданноН величин® напряженя, давлеше на 
площадь экваторальнаго сВченя постоянно. Это именно и предполагается обы- 
кновенно при разсчет® катковъ. Между т®мъ по Стевару величина давлешя на 
площ. экватор'альнаго с®ченя, вызывающая опредзленное напряжене съ упе- 
личене цилиндра должна уменьшаться. Такимъ образомъ, при значительной 
величин® радуса цилиндрической поверхности, можетъ получиться уже суще 
ственная разница въ расчетахъ. 
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Числа напряженй полученныя по выведеннымь ‘формуламъ изъ опытовъ 
при раздавливанми цилиндровъ суть числа, характеризующя твердость сопр- 
касающихся тфлъ. Такъ именно на это смотр®лъ Герцъ *), а въ теперешиее 
время — профессоръ Феппль, измфрявшй твердость тЪлЪ, пользуясь теорей 
Герца ++). Значеше теор Герца именно и заключалось въ том, что поняце 
< твердости ставилось въ связь съ остальными родами сопротизлешя матер- 
ловъ. КромЪ опытов, производилось еще много овытовъ для ловфрки теории 
Герца. Самъ Герцъ испыталъ свой методъ на стекл; позднфе Аузрбакъ при- 
мЪнилъ его къ различнымт, минераламъ и нЪсколько сортамъ тпердаго и мяг- 
каго стекла, 

При этомъ творя Герца въ общем подтвердились, но неожиданно для из- 
слФдователей оказалось, что абсолютныя измбреня образцовъ оказывали влЁ- 
яме на цифры, характеризуюция твердость. Вл, недавнее время это подтверди- 
лось и опытами Феппля, а затВмъ его ученика Шверда. Такимъ образомь 
фактъ уменьшены чисел, характеризующихь твердость съ увеличенемь ра- 
д1уса кривизны тЪфла можно считать безусловно установленнымъ, 

Особенно иБнно указане Феполя, который для опредфленыя твердости сда- 
зливалЪ между собою два крестообразно расположенныхь цилиндра, и распре- 
`двляя величину сжимающей силы равномёрно по всей площади появившейся 
посл№ смящя, Феполь говорить, что числ характеризующЁя твердость для ци- 
линдровъ разныхъ. размЪровь, обратно пропорщенальны корню кубичному изъ 
соотвфтственныхь радусовъ, что соотяЪтствуетъ формуламъ Стевара. 

Такимъ образом творм Стевара подтверждается, как непосредственными 
опытами, такъ и косвеннымъ путем, слФдовательно деформащя, происходящая 
ири сжимащи двухъ цилиндрическихь т®лЪ заключается въ смятм и эта де- 
формащя правильно описывается формулами (7). 

Какъ ни заманчиво связать всё деформащи между собою, исходя изъ теори 
упругаго тфла, имя лишь дбло съ единственною опытною величиною — коеф- 
Ффищентомъ упругости материала, но не всВ изслФдованя въ, этомъ направлеши 
даютъ положительный практичесй результат. 

Гораздо проще и доступн®е для практики разсматривать силе какъ само- 
<стоятельный видъ деформащи, принявъ величину смямя пропоршональнымъ 
давлению; это предположене можно высказать даже а риог}, чего впрочемъ н®тъ 
необходимости, ввиду вышеуказанных опытовъ. 

Попытки изм®ремя твердости тЪлъ, вдавливащемъ я нихъ нЪкотораго 
другого тЪла, были произведены еще задолго до труда Стевара въ 1865 г. фран- 
цузскимь же насл®дователем, Югени, Но съ тёхЪ поръ и до самаго послЁд- 
нЯго времени так!е опыты не служили къ освЪ щеню явлен!я свободнаго касанйя, 
или вообще смятя, какъ самостоятельной деформащи. Между т®мъ, коль скоро 
доказано что величина в«—дЪИствительно постоянна, формулы Стёзара матеми- 
тически строги, 

При испытаняхъдля опред®леня твердости наибол%е распространенъ способъ 
Бринеля. Онъ состоитъ въ томгь, что въ поверхность испытуемаго тФла зда- 
вливается, при изв®стной опредфленной нагрузк®, шарикъ изъ закаленной стали, 


+) Негиг. УефапЧ лез 8. Уегетз 2. Вебудегйя де5 Сео е155е5, 

**) Ебрр!. МИейопяеп аи$ дет Мескап!зсН-Тесви!зсвеп ГаБотабоглит 4. К. 
Тесв. Носнзсвше. Мапсвеп ХХУ НеН. Нацепуегзисйе, 

Бго же. Резбикейзерте вл, русскомь перевод инж, Бубликова, Стр. 407, 
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Величина полученнаго отпечатка служить м®риломт твердости, Дия этого д$- 
лятъ величину давленя въ килограммахь на число квадратныхь милиметровъ 
(сферической позерхности) полученнаго отпечатка. Такимл» образомт, получается 
число твердости Бринеля, выражаемое давленемь въ килограымахъ на кв. ми- 
лиметръ. Для получешя сравнимых результатовъ, дуаметръ шарика и давлене 
на него должны быть постоянными величинами. На практикЪ принимаютт, иор- 
мальный шарикъ даметромъ въ 10 мм. и давлене берутъ для желЪза и стали 
въ, 3000 кгр., а для мяскихь металлов, и сплавовл, 500 кгр. Во избфжате вы- 
числешя кажщый разъ поверхности сегмента, имвются таблицы, въ которых 
даны числа твердости, соотвЪтствующя данному маметру отпечатка, При неи- 
жи таблииь, для нормальнаго шарика найдем число Бринеля— 


ТАЪ 6 глубина отпечатка. Это для стали и жел®за, а для мягкихъ металловъ 
въ 6 разъ меньше, т. е, приблизительно 


60. Допускаемыя напряженя на смят!е, 


Для практическаго пользоватя формулою, опредзляющею величину наи- 
большаго напряженя, необходимо установить пред®лть допускаемаго напря- 
женя. Основанемъ 'для этого можетъ служить найденная при обытахъ всли- 
чина предвла упругости при смятти. Разсматривая съ этой точки зря опыт- 
ныя данныя, можно видФть, что предзлы упругости при смяти вообще въ раз- 
личныхъ опытахъ значительно отличаются между собою; едвали поэтому было 
бы цБлесообразно вычислить среднюю величину напряженя изъ данныхть опы- 
тавъ и принять ее за среднюю величину предфла упругости при смя\м. Коле- 
башя въ величинахъ, полученныхь какъ средшя цифры въ различныхь опы- 
тахъ Марстона, Мкайма и Крандалля нельзя принять случайными. Д®йстви- 
тельно, если обрачить внимане на матераль стали, подлежавийй опытному 
изсл®дованю и именно на его предблъ упругости и если обозначить предл 
упругости при смяти 3, а предЪлъ упругости при растяжени (или сжами) 
черезъ 4, то оказывается, что 


Па бин зи . 

Во всякомъ` случа$ въ произведенных» опытахъ это отношене весьма мало. 
отличается отъ указаннаго значеня: у Марстона @==З,и, у Мкайма = 240 и 
у Крандалля и Винга С = 3,22. 

Интересно оти®тить, что при испытамяхь по Бринелю, можно наблюдать 
постоянство отношемя между чисномь Бринеля и временнымъ сопротивленемъ 
матерала растяженю. По опытамъ Дильнера сопротивлеше разрыву составляеть, 
сть 0,324 до 0,362 отъ числа Бринсля; обратное отношен{е даеть 3,09—2,75, т.е, 
близко къ отношению полученному выше. Несомн®нно этимъ обстоятельствомъ 
подтверждаются всФ высказанныя выше соображеня о допускаемыхъ при сжатМ 
напряжешяхь и предвл упругости при вычислешяхь по формуламъ Стевара, 

Что касается до предфла допускаемаго напряженя на смяте для разобран- 
ныхъ выше случаевъ, то по общепринятому въ строительной механик? обычаю, 
казалось бы наиболже подходящимъ принять половину отъ предзла упругости 
при смятфи; — полученныя приближенныя числа можно округлить. По этимъ 
даннымъ составлена прилагаемая табличка. Данныя въ игр. и си, 
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Таблица 17. 
Допускаемыя напряжешя на смяте, 


Предёль °’ Предбль ос 

МАТЕР!АЛЪ. о { утруноети напря 
Е 

Юр. бил 


Очень твердая сталь... ...... 15500 7750 
Твердая сталь... -... 13000 6500 
Средяя 2 .,... 10900 5500 
Средняя эс. 9300 4700 
Мягкая > | 700 | 390 
Весьма мягкая сталь ос. | 3100 


| 6200 


При расчетахъ на смяте въ обычныхъ случаяхъ, когда сминаемая поверх- 
ность не безконечно мала (практически), а можетт, составлять значительную 
величину, напр., при сминави подъ болтани или стержнями заклепокъ въ сое- 
динешяхь допускаютъ значительно меньшя напряженйя, 

Именно прочное сопротивлеше сжатию въ ктр. на кв. см. 

Для жел%за 

К =1,5 №, до 2%, т.е. 1200 — 2000 кгр. на кв. см, 

Для стали 

41.5 1, до 2%, т. в, 1800 — 2400 хер. на ка, си, 


Для дерева во врубкажъ назначаюты: б:не свыше 1.й; или Е» т, ©. при 
== 75—10 кр. см лолагаютгь 4, ==40—50 кгр. ва кв, см. 


61. Расчетъ цилиндровъ на смят!е. 


Для практическаго пользованя формулами Стевара удобн®е вычислять не 
величину напряженя, а величину допускаемой нагрузки на погонный санти- 
метръ производящей цилиндрической поверхности цилиндра. ! Подставляя въ. 
общую формулу вм$сто с предзлъ прочнаго сопротивлёемя смятю ® и опре- 
дляя р, найдемъ величину допускаемаго давленя изъ (3): 


Въ этой формул коеффищенть при р можеть быть для данной стали 
зычислень заранфе и тогда можно написать 


2=УИР. (32) 


Полуширина площадки соприкосяовея при данномъ напряжении тоже 
пролорщональна корню второй степени изъ величины ращуса кривизны. При 
допущенномь напряжени, т. е, при величин® давлешя даваемой только — что. 
написанной формулой, величина В опред®лится такъ: 


ФЕВ (ва) 
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тдЬ коеффищенть & вычисляется непосредственно изъ %, именно изъ (20) и (32) 
легко находимъ 


НесомнВнио, что съ уволиченемъ твердости стали увеличиваться м коеф- 
фищентъ твердости на смяте я. Къ сожалбню для опредълешя величины а, 
соотвтствующей каждому роду стали, не имфется данных, Съ другой сто- 
роны асть основаня полагать, что коеффищенть а всего ближе зависить отъ 
коеффищента упругости матерала, а величина посл®дняго вообще измняется 
для стали въ небольшихъ предфлахъ. Наконец слВдуеть замфтить, что въ 
формулы для а и 6 коеффищенть © входитъ подъ корень третьей степени, а 
потому колебаня вть ега величин®, напр., даже на 505/, измвняютъ результать, 
лишь на 19%, Вл, виду всего этого, при опредвлени даваеныхь ниже величинт 
фи & принята для а постоянцая величина, для стали разной твердости. 

Коеффищенты у и Е вычислены для стали съ предфломь упругости отъ 


20 до 40 к/мм2 Величина ® измбрястся въ кгр. на см. а величина & въ си? 


Таблица 18. 
Коеффищенты Фи & 


Твердая сталь предфль упругости == 40 ж/м 236 0,0272 


Средняя > . ь 35 мии? 00...11 | 0,0289 
Средняя › » „Зо кммя 0. ...| 451 009 
Мягкая» » 25 км 4..1 200 | 001 
Мягкая ‘› » хо 20 юм? ......| 8| 0018 


Слфдуетъ помнить, что р=» лишь для случая соприкасашя катковъ съ 
из 


плоскостью; вообще же „т.е, это приведенный ращусъ кривизны; 


>. 
знакъ -= относится къ инфинему "Масаню,-къ внутреннему. Изъ формулы для 
опредфленёя 2, видно какъ съ увеличенемъ ращуса кривизны уменьшается ве- 
личина допускаекой нагрузки на площадь даметральнаго с®ченьу между тфмъ 
на практик» у насъ обыкновенно ощибочио принимаютъ эту величину постоянною 


ГЛАВА ЭХ. 


Сдвигть или срфзываи!е. 


62. Общя соображешя. 


Выше въ № 17 уже было указано, что если система силъ, дЪй- 
ствующихъ на отсфченную часть бруса приводится къ одной силф, 
лежащей въ плоскости сАчея (перпендикулярной къ оси бруса) и про- 
ходящей черезъ центръ тяжести сфченя, то получается деформаця 


р 


и 5, 
7 5 Ра 
9 брчека 
ЯР. эл ъ о 
й 5, 
2% А 
5, 
Фиг. 109, 


сдвига. Осуществить практически въ чистомъ видЪ деформацио весьма 
затруднительно, что легко видЪзть изъ нижесл5дующаго. Такъ савигъ или 
срЪзыване получается, если на брусокъ АВ будутъ дЪйствовать сила 2, 
какъ указано на двухъ лЬвыхъ чертежах фиг. 109, Однако на практикЪ 
всегда между направленями силы Ти реакщи ей 7, будетъ нёкото- 
рое разстоян и стало быть на тфло будетъ дЪИствовать нфкоторая 
пара силъ, лежащая въ плоскости, заключающей ось бруска. Если на пра- 
вомъ черт. провести сЪчене между равными силами Г, и Т.,, то вл%во 
отъ свченя будетъ приложена сила Т‚, не лежащая вЪ проведенном 
сЪчени, Приложивъ въ сёченыи двз противоположныя силы 1. и 1: 
равныя силф Т,, увидимъ, что влфво отъ сфченя силы 7, и 1, обра- 
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зуютъ пару силь съ плечомъ @ и свободная сила 21, вызоветь срЪ- 
зыване, Такимъ образомъ получится сложная деформащя. На черт. 11% 
указано заклепочное сое- 
диненте двухъ полосъ, при- 
чемъ наглядно видно, что 
при дБйстви силь Р про- 
изойдетъ срёзываше за- 
клепки по плоскости @ и 
изгибъ совдиненя отъ дЪй- 
лы А — ствя пары силъ 2%. Если 
бы листы не оказывали с0- 
противлешя изгибу, то 
фиг. 110. стыкъ соединешя  повер- 
нулся бы до тЪъхъ поръ, какъ 
это видно на нижнемъ чертежф, пока силы Р не оказались бы на 
одной прямой. Въ дЪйствительности жесткость листовъ препятствуетъ 
такому изгибу стыка и вращене будетъ происходить до тёхъ поръ, 
пока моментъ пары силъ Г не уравновфсится съ моментомь сопро- 
тивляющейся изгибу пары (внутреннихъ силъ упругости), вращающей, 
какъ указано стрЪлками. 

Подобное же явлеше происходить и въ соединения заклепками 
(или болтами} при помощи накладокъ; причемъ кром$ срёзываня за- 
клепокъ по плоскостямъ 4 и «4 произойдеть ея изгибъ какъ ука 
зано отдФльно на чертеж» направо. 


Фиг. 111. 


Итакъ, изслвдоваше изгиба нужно производить при услови, что 
разстояще между смежными сЪченями, въ которыхъ двиствують ср%- 
зывающя силы весьма ничтожно. 


63. Напряжене при сдвигЪ; мфра сдвига. 


Пусть АВ брусокъ, задЪланный плотно въ стбну. Сила 1' д1 
ствуеть перпендикулярно къ оси бруска въ плоскости симметрии 
бруска, причемъ лежитъ въ плоскости $4, смежной съ плоскостью 
задфлки. 

УсловЦ равновьоя между силою Ти внутренними силами упру- 
гости, лежащими въ плоскости сзчен!я 24 можетъ быть 
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выражено равенствомъ 


Р / т, 


тдЪ : касательное напряжене въ данной точкЪ. Это равенство со- 
ставляется также, какъ было сдблано при изслвдоващи растяженя. 

Въ случаЪ равномфрности распредзленя силъ упругости, напряже- 
получимъ изъ выраженя 


не 


и) 


Если назовемъ допускаемое напряжене на срзываше черезъ й» 
то повфрка прочности на ср$зыване вы- 


разится простымъ неравенствомъ 5 р 
т РР 
=‘ (2) й 
=, 2 _ 
. МИ: 
Деформащя заключаетея въ томъ, что + о 
точка & волокна «ё перемъстится въ 6,, ++ 
точка о, волокна 00, въ 0„. точка @ во- Я 
локна с@ въ 4, и т. д. Если напряжеще < 7 
распредвлено равномёрно, то $0:== 0,0, == 7 5 
= 44, == А4з. Мврою деформащи можеть 
р Фиг. 112. 


5 А й 
служить соотношене =;=. Отношене это 
измфряетъ 0 уголь перекашиваня волоконъ, причемъ как» указано 


было въ $ 18, (1 615) 


0 = (3) 
тдЪ @ коеффищентъ поперечной упругости. 

Формула эта аналогична съ формулою упругости при нормаль- 
ныхь напряжешяхъ, выражающею законъ Гука, причемъь можно на- 
писать 

и А _ Г. 

5 56 

Однако слБдуетъ обратить внимане, что въ отличе отъ выраже- 
ня для 41, здЪсь количество 45 не можетъ быть переносимо въ пра- 
вую часть равенства, такъ какъ мзрою деформащи можетъ служить 
лишь предълъь отношенуя смёщеня А9$ къ разстояню между смеж- 
ными сЪченями, ири убыванми 4; до безконечно малой величины. 

Изъ изложеннаго видно также, что при деформащи сдвига прямой 
уголь между сБчешемъ и осыю бруска напр. уголъ вод, обращается 
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въ острый во, равный 90°— 0, или напр. Уголъ «00, ВЪ «06, т. в. 
прямой уголъ между взаимно перпендикулярными плос- 
костями обращается въ 90 -= 8, гдз 8 уголъ сдвига, 


64. Удлинене при сдвигЪ, 


Если деформащю сдвига разсматривать, какъ относительное смё- 
щене двухъь смежныхъ (параллельныхъ) съченй, то принимая при 
этомъ, что разстояне между смежными сфченями остается неизиён- 
нымъ, геометрическимъ слЪдствемЪ явится то, что волокна должны 
претеризвать удлиненя. 

Разсмотримъ измёнеше драгонали и прямоугольника «фей, пред- 
ставляющаго сёчеше плоскостью чертежа элементарнаго параллелоли- 
5 педа, ограниченнаго смежными плоскостями ие и 54. 
Касательная сила, дЪйствующая въ сЪчени Ь4 бу- 
деть 1 и подъ влянемъ этой силы произойдет 
смъщене площадки №4 въ положене 5.4. СымЪ- 
щенше 5%, =44,, согласно изложенному выше со- 
ставить 


94, = ва; 


гдф 8 опредЪляется соотношенемъ ==. 

Фиг. 113, й в 

Изъ точки а какъ центра, ращусомъ равнымъ 

дагонали ай, проведемъ дугу 44,, тогда @.(, представить собою удли- 
неше дагонали ай. Относительное удлинене шаронали будеть 

4 

*=- 

«@ 


По малости угла 4ай, по сравнению съ прямымъ, треугольникь 
@а.4, можно принять прямоугольнымъ, причемъ тогда / 4,4, = аи 
49, = 44. зта, слЪдовательно замфнивъ а@ черезъ равное ему 


& . 
зд’ НАЙдемь относительное удлинеше $ въ зидЪ: 


Виа бои она == 1 ира. @) 
ь 


608 & 


Отсюда можно видЪть, что наибольшее удлинене дагонали бу- 
детъ при а = 45°, причемъ 
В 6 
ина. 5. 
и 6) 
Практически подобное удлинеше будеть всегда имфть м$сто, 
когда перерззываемый брусокъ не имЪетъ возможности свободно 
сокращаться по длинз при перерззывани. Такъ напр. происходитъ 
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именно при переръзывани закленокъ, когда головки во время лере- 
р®зываня удерживаются соединяемыми листами. 


65. Взаимность касательныхъ напряженЙ при сдвиг. 


Выше, при выводВ касательных напряженй, появляющихся въ ко- 
сыхъ съченяхъ при растяжении (стр. 54), уже было указано что выражеше 


025 


а 


справедлияо для лвухЪ наклонныхт граней, проведенныхъ перпендику- 
лярно другъ къ другу. ЗдЪсь остановимся на этомъ подробиъе и 
укажем, что свойство взаимности касательныхъ напряженй, т, е. 
что если на грани элементарнаго пароллелопипена дЪйствуетъ напря- 
жеше *, то на грани перпендикулярной къ ней доджно дЪйствовать 
такое же напряжене,—это есть слёдсте усломя равновВ ся. 

Пусть на черт. 114 прямоугольникъ афей представляеть собою сЪ- 
чен® злементарнаго параллелопипеда съ гранями равными а® плос- 
костью ХОУ. Пусть на грани $4 дЪиствуетъ сила чаш гдЪ < каса- 
тельное напряжене въ этой грани. Изъ условя равновЪая проекшя 
силъ ма ось ОУ слЪдуетъ, что въ грани ас` 


должна двйствовать сила той же величины * 

(или отличающаяся от”ъ нея на б. м. величину = $ 
высшаго порядка малости) но съ обратнымъ 

знакомъ; изъ равенства площадокъ @ь заклю- | | 
чаемт, также о равенств8 напряженя Но (4 ры 


подь вляшщемъ изображенныхь на чертеж® 
силЪ ч@ф, дБйствующихъ въ граняхъ аси 4 © 
пардллелопиледъь не можетъ быть въ равно- фиг. 114. 

вЪси, такъ какъ на него будетъ дфйствовать 

пара силь съ моментомъ 4. её. При этомъ замбтимъ, что ника- 
кими пормальными напряженями, ни въ траняхъ аб и ‹4, ни въ гра- 
няхъ аси $4 уравнов%сить параллелопипедь нельзя. Услоше равно- 
въся Ух=0 и УМ=0 будутъ удовлетворены лишь если въ гра- 
няхъ аб и ей будуть приложены касательныя усиля изображенныя на 
чертеж стрёлками (безъ обозначеня) причемъ очевидно изъ выше- 
написанныхь услоый равновЪСя слфдуетъ, что величина этихъ силъ 
будеть тив, напряжен!е же въ каждой изъ граней ‹ и течене, какъ 
указано на черт. стр®лками, 

Такимъ образомь касательныя напряженя на граняхъ элементар- 
нато параллелопипеда могутъ быть изображены въ вид8 векторовъ 
всегда сходящихся или расходящихся къ вершин прямого 
угла, образуемаго гранями этого параллелопипеда, 
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Всли бы на граняхъ параллельныхь оси 0 (перпендикулярно к» 
плоскости чертежа) дЪйствовали также касательныя напряженя, то 
разумфется не представляется затруднительнымъ распространить до- 
хазанное и для этихъ граней. 

Изъ изложеннаго можно между прочимъ сдфлать слЪдующее за- 
ключен. 

Въ брусь изображенномь на чертеж 112 кромЪ разсмотрЬнныхъ 
тамъ напряжевй должны нроявиться еще напряженя < вЪ плоско- 
стяхъ параллельныхъ оси бруса. Эта напр. иметь приктическое зна- 
чеше при изслфдовани скалываня яъ деревь, которое весьма мало 
сопротивляется скалываню вдоль волоконъ, 

Затёмьъ изъ доказанной теоремы также слфдуетъ, что равно- 
мврное распредлен!е касательныхъ напряжен!и при 
скалыван!и можетъ имЪть мВсто лишь въ томъ слу- 
чаЪ, когда на поверхности бруса приложены касательныя 
силы. Такъ напр. происходитъ при срФзываши заклепок, когда въ 
плоскости соединеня листовъ между собою и въ плоскости соединеня 
головки заклелки съ листомъ дЪЙствуютъ силы треня. 

О неравномфрномь распредфленй касательныхъ напряжени под- 
робнфе см. ниже въ отдфлЪ изгиба, 


66. Зависимость между коэффищентами продольной и поперечной 
упругости. 


Пусть нфкоторый брусокъ АВ вытягивается силами Р припожен- 
ными КЪ оси бруса. Черезъ точку а пересёченя н®котораго произ- 
вольнаго сФченя ии, съ 
осью бруска проведемь 
подъ угломъ а къ оси 
плоскость аб и кь этой 
плоскости ей перленди- 
кулярную плоскость ие, 
составляющею стало быть 

5. съ 0быю бруска уголъ 
90° — а. При растяже- 

З ны т6ла плоскость ил 
смежная съ плоскостью 

ии, т.е. лежащая отъ 

нея въ разстоящи 4 пе- 
ремЪстится въ положене 

чьи. такъ что разстоя- 

не 45 получить прирдх, 

щене 445. Точки Ь и с принадлежащя с®ченво и: перемЪстятся 
въ положеше В; ис, и вмЪстё съ тъмъ подъ вляшемь поперечнаго 


Фиг. 115. 
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сжатя приблизятся къ оси на величины 65, и вс» такъ что точки 
фи с окончательно займутъ положеше №, и с.. Стало быть плос- 
кость аф понернется въ сторону оси на уголъ В, а плоскость а 
на уголъ 1. Очевидно, что полное измбнеше прямого угла между 
плоскостями аё и ав будетъ 


ат 


Имъя ввиду большую малость угла В, можно сь точностью до ве- 
личинъ высшаго порядка малости дугу измфряющую утолъ В зам%- 
нить перлендикуляромъ 64. Изъ черт. 116, гдБ для ясности изобра- 
жена отдёльно группа точекъ 9,0, 
$, @ и углы аи 3--видно, что 


84 = 66, миа + ВВ, воза. 


Зафсь 08, представляетъ собою 
продольною удлиненме 44$, а 6,2, по- 
перечное сжат!е. Стало быть 

в, 
0.0, = 1. ==. ав эй а. 


Е, 5 =, ав 605 &; 


фиг. 116. . 
ИзмЪнене двуграннаго угла х по- 


казываеть, что въ плоскости его аб появятся скалывающия напря- 
женя т, о чемъ уже было упомянуто въ № 63; полная величина сдви- 
гающей силы будегь йо. 

Подставляя послфдня значея въ выражене для 29, найдем 


$9 = --1) г, а зв а оз а. 


Величину угла В найдемъь дЪлемемъ $4 на &6, т. в. 


54а В 
= — = (1 у в 24, 
В 25 ( + я [2 
Если подставить эЪ это выражене вмФсто а величину -;- — а, то най- 
демъ значене угла т 
Я аа 2 5 20, 
Стало быть утолъ сдвига 8 —=В +1 составить 
= а-я) 198 2. (6) 
Если въ выражене 
“= 


подставить найденное на стр. 54 значеше <, взависимости отъ нор- 
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=? 
значене, то получимь, по сокращени, 
. в 
Л . 7 
= га--з) — ЭН) (7) 


вт 2а, а вм®сто @ только что найденное 


мальнаго напряженя. 


1 й 
Подставляя вмЪсто постоянной Пуассона ея значеще 3’ найдемъ 


3 
@=з Е. 


Предвльное значене, т. е. при т =! ‚ для @ будетъ 
048. 
Эти величины @, какъ уже говорилось, нодтверждаются опытомъ. 


67. Допускаемое напряжене при сдвиг, 


Получить неносредственнымъ опытомъ временное сопротивлене 
сдвигу, по причинамъ —указаннымъ въ общемъ обзорЪ этой деформа- 
щи, весьма затруднительно. Поэтому, чтобы быть увЗреннымъ въ томъ, 
что при расчетахъ конструкцй, мы имфемъ дЪло съ опредфленнымъ 
запасомъ прочности, надо относительно временного сопротивленя 
сдвигу сдзлать гипотетическое предположене. Всего цфлесообразнЪе 
предположить, что н%фкоторое опредзленное напряжене при сдвиг® 
будетъ отстоять отъ своего предфла временного сопротивлен!я также, 
какь напряжене отъ растяженя, сопровождающаго этотъ сдвигъ бу- 
детъ отстоять отъ своего предла. 

Относительное удлинеме при допускаемомъ напряжении 4, будеть 


Подставляя это значеше въ выражене относительнаго удлиненя 
й м 
(наибольшаго) происходящаго при сдвиг, т. е. # = я ‚ найдемъ 


умножая 063 части 'равенства на @ найдемь 0 = напряжеше отъ 
сдвига и вставляя значеше © въ 2, найдемъ приравникая т прочноми 
сопротивлению 
К, =: 0,75 К, до 0,8 К,, (8) 
тд$ 1, = 0 есть искомое допускаемое напряжене при сдвиг». 
Практика хорошо подтверждает» надежность расчетовъ, при при- 
нятм указаннаго допускаемаго напряженя на срЪзыване. 
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Таблица 19. 


Допускаемыя напряженя на срёзываше %.. 


Вл, кгр. иа кв. мм. 


, | Спокойная ' Повториая ‘ Повторная 
МЕТАЛЛЫ. р < одноименная  разноименная 
| цагрузка. | Нагрузка, нагрузка. 
Сварочное ягел®зо . | 7,5 55 1 4,0—5,5 
Литое жельзо 50 6 40-60 
Дитая мяг. сталь 90-100 6,0-80 | 50-60 
Сталь, отливей › 80 . 6,0 | 30-щ 
Чугуйт. 30 | 20 | 15 
| 
Въ кгр, на кв. см. 
п я | ; 
ДЕРЕВО. юстоянныя сооружены | Временный сооружешя 
___ {къ волок.| ‘волок. |. 
Хвойныя породы 2... 5 | 8 : 
| 
ДУбь еее 20 | 10 


$8. Расчеты на перерфзыван. 


Расчетъ болтового соединен!я. Требованя,  предъ- 
являемыя ко всякому соединенйо—стало быть между прочимъ и къ 
болтовому— заключаются въ ТОМЪ, чтобы соединене обладало оди- 
наковою прочностью во-вс®хъ своихъ частяхъ по отношеню ко 
всвмъ возможнымъ деформащямъ. При этом обыкновенно, для упро- 
щеня расчетовъ, двлаютъ прост®йиия предположеня о распредфлени 
напряженй. Напр. считаютъ, что эти напряжен!я распредблены равно- 
мЪрно по срЪзываемой площади поперечнаго сфчешя, пренебрегають 
изгибомъ болта или заклепки, сминащемъ и т. и, о чемъ упомянуто 
еще будетъ ниже. 

Пусть имфемъ болтовое соединене, изображенное на черт, 117 
Для полнаго расчета необходимо пров5рить: прочные размфры проушины, 
могущей разорваться по 5, быть вырЪзанной по направление дайстия Р 
и смятой по площади (поверхности) соприкосновеня болта съ проуши- 
ной; кромЪ того очевидно можетъ произойти срзыване болта и на- 
конецъ разрывъ самой тяги, Требованя одинаковой прочности ча- 
стей соединеня сводится къ тому, что слФдуетъ приравнять между 


С. Вобровсый, 10 
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собою формулы для повфрки прочности для той или другой дефор- 
наци. 

Услове прочности на раз- 
рывъ тяги: 


Р 


= 
в. 
4 
Услове прочности на пере- 
р®Ьзыване болта 


4 


Р=2 


Здъсь 2 введено, такъ какъ болтъ 
перерззывается по двумъ плос- 
костямъ, 
При повфркЪ прочности ча- 
стей самой проушины разм®ры 
Фиг. 117. ея увеличиваются на 25%, за- 
счеть ослаблешя качества ея 
матерала, могущаго произойти вслёдстве кузнечной обработки. 
Успове прочности на разрывъ проушины 


1,25 Р= 28. 


Услове прочности на вырзыване проушины 
1,25 Р == 208. 

Услове прочности на смяе проушины опредФляется въ предпо- 
ложени, что смяте будетъ равномфрно распред®лено на проекщи 
полуцилиндрической поверхности, на которую давитъ болтъ (на плос- 
кость | къ дЪйствующему усилию), т. е. 

1,25 Р = 
РазрЪфшая написанныя пять уравнени съ неизвЪстными 2, {, 5,5 


и в, опредблимъ всБ относительные размфры соединеня. Абсо- 
лютная величина ихъ опредзлится необходимой толщиною тяги 7), т. е. 


4 = 0,31; 
8 —0,8 2; 
=, В; 

=, 2. 


Расчетъ закленочнаго соединен! я. При расчетв та- 
кого соединешя обычно предполагается, что усиле, отрывающее 
приклепываемую часть распредфляется. равном®рно. на всь за- 
клепки., Въ дЪйствительности на каждую позади лежащую (по на- 
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правлению усиля} заклепку будетъь приходиться все меньшее усиле; 
однако практика подтверждаеть достаточность указаннаго прибли- 
женя при услови однако, что число заклепокъ, расположенныхъ 
одна за другой въ направленм усиля будеть не свыше пяти. 

Для расчета выдфлить мысленно какъ указано на черт. 118 полосу, 
по ширин$ которой приходится одна закленка. Вс обозначеня указаны 
на чертежЪ, Въ случа соединеня заклепками ири помощи накладки 
не слБдуетъ забыть ввести въ 
расчетъ 06% плоскости пере- 
р®8зываня. При соединени въ 
нахлестку будемъ имЪфть, 

Сопротивлеше листа раз- 
рыву 


р 
в=(—94, 

. , ы 6 
Сопротивлене перерззывантюо ? РТ ® 
заклепки: Е 9 

В Фиг. 118, 
к 4 


ываня листа 
р а 
=2[е— ЗА. 
, ( =] А. 


Сопротивлен1е смятю листа; 
Р 


Сопротивлене выр’ 


=ий.. 


Полагая здВсь 4, 
«оотношеня 


О,» а &, 1,5 до 21,, найдемъ слёдующя 


6 == 1,54; обычно берутъ 13, — 24; 
12,5. ее. ЗЫ, 4, 


этъ края листа до центра заклепки будетъ 1, = 1,54. 
Скалыван!е во врубкахъ, Въ этомъ случаф точно 
также принимается предположеше о равномфрности распредфленя 
напряженй. При конструироваши опредбляются, какь и выше, 
относительные разм$ры соединеня. Гакъ нъ соединени на черт. 
119 размёрь {} опредъляется въ зависимости отъ 2 глубины врубки 
на смяте: при глубизв мене 11), дюйм. (примёрно 35 —40 мм.) 
принимается А 50 к./см? или 20 пддм.; при глубин больше 
1, дюйма 1; =40 к|см? или 15 пдудм?. (Для скалываня же 
№ = 10 — 15 к//см? или 4—6 пд./дм?; по этому отношене #,: 5и 


1= 5 


10% 
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Во всякомъ случаЪ | дфлается не менфе 25 см. (6 верш. или 


190—101, ды.) 


СА | Фалеия Й, 


91-242. 


Фиг. 119. 


Въ соединени прямымъ зубомъ глубина врубки дблается *!.й, 


т, е. \, высоты бруса. Ияъ усломя равенства сонротивленй сжатию» 
и скалыванйо найдемт, (при ширинЪ бруса == 6) 
26. =. 


Откуда 


Въ косомъ зубз при глубин врубки въ '/, й, найдемъ такимъ же 
образомъ ии =; вся длина соединеня 4}. При соединени прямым 
зубомъ брусъ (на растяжене) ослабляется въ 7—8 разъ, а косымъ — въ 
9—10 разъ (принимая #, = 90—100 к./см.1). 


ГЛАВА Х. 


Кручене или скручиване. 


69. Общия соображеня. 


Деформащя скручивашя происходить тогда, когда силы, дЪйству- 
хищя на разсматриваемую часть бруса приводятся къ пар силъ, плос- 
кость которой перпендикулярна къ оси бруса, какъ напр. указано 
на черт. 121. 

При этомь ось бруска остается прямою, а каждое сёчене пово- 
рачивается относительно смежнаго на нФкоторый уголъ. 


«фиг. 121. 


Если сила {’ будетъ дЪйствовать на конецъ бруска, будучи прило- 
женной къ плечу 4, какъ на правомъ черт. 121, то прилагая къ оси 
дв взаимнопротивоположныя силы найдем, что на разсматри- 
ваемый брусокъ будетъ дЬйствовать пара силь Р съ плечомъ И, вы- 
зывающая скручиваще и сила Р, вызывающая изгибъ и срызыване. 
Такимъ образомъ для изслБдованя деформащши чистаго скручиваня 
надлежитъ разсмотрЬть случай дАйстая силъ, изображенный на лЪвомъ 
черт. 121. 


70. Скручиваше кругового цилиндра. 


При-экспериментальномъ изучеши явленя можно набмодать слф- 
дующее. Начертимъ на цилиндрической поверхности бруска рядъ про- 
изводящихь на равномъ разстоянм одну отъ другой, а равно вообра- 
зимъ на томъ же разстояни одну отъ другой рядъ перпендикуляр- 
ныхъ къ. оси цилиндра плоскостей, дающихъ въ сбчени съ поверхно- 


150 


стью рядъ окруж 
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ностей. Полученныя на поверхности цилиндра лиНи 


образуютъ рядъ квадратов см. фиг. 122, При скручивани наблюдается 


слБдующее: 1} квадратныя 
клфтки обращаются въ ром- 


бическя; 2) окружности 


{о остаются таковыми же, 


перлендикулярными къ оси 


бруска и 3) свободное плос- 


7 кое сфченю остается, посл 
деформащи плоскимъ. Изъ 


кая внин силы 
свченя остаются 


Фиг. 123. 


5% этихъ наблюденй, можно 
сдфлать слфдующя заклю- 
У чешя. Если свободное сЪче- 
Фиг. 122. не остается плоскимъ, то 
такъ какъ влоль оси ника- 
не дъиствуютъ естественно, что при деформащи всъ 
плоскими, причемъ образоване ромбовъ указываетъ 
на то, что каждое сВчене повернуто относительно 
смежиаго на одинъ и тотъ же уголь; отсюда слЪ- 
дуетъ, что каждая изъ начерченныхь на поверх- 
ности производящихь обращается въ винтовую 
лин!ю (тангенсъ угла наклонешя съ производящею 
величина постоянная). Наконець отсюда также 
сяфдуетъ, что величина угла поворота сВченя про- 
поршюнальна его удалемю отъ неподвижнаго сёче- 
ны. Описанное явлеше очевидно есть сл®дстые 
ого, что дфИйстие пары передается равномёрно 
по всей длин цилиндра. Въ свою очередь это 
есть прямое слЪдстве статическаго равнов$ ся и 
свойства пары силъ; какое бы сЪчене мы ни прово- 
дили при отбрасываШи одной части, на другую 
всегда будетъь дЪйствовать одна и та же пара 
силЪ. 

Бели ко всему сказанному прибавить вполнЪ 
достовЪрную гипотезу о томъ, что рашусы каж- 
даго плоскаго сёчешя при скручивани не искри- 
вляются, а оставаясь прямолинейными поворачи- 
ваются на уголь опредёляющ повороть даухь 
смежныхъ сфченй, то математическое выражене 


описанной деформащи весьма просто. 


На черт. 124 


пусть цилиндръ произвольнаго радуса р выр®занъ 


въ скручиваемомъ валФ радуса т (на чертеж не изображеннаго), 
Львый конешь цилиндра закрфилень неподвижно, а на правой дЪй- 
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ствуетъ пара силъ съ крутящимъ моментомъ №. Пусть АВ изобра- 
жаетъ нЪфкоторое продольное волокно цилиндра. Посл скручиваня 
точка В перейдетъ въ (, производящая 441) обратится въ винтовую 
линНо 4С, плоскость ОАВО въ поверхность ОА(.0). Уголъ между 
двумя радусами соотв тствующими первоначальному и послёдующему 
положенно конца волокна т, е, уголь ф между райусами ОВи ОС 
называется угломъ скручиванЕя. 


Фиг. 124. 


Для изслфдованя проведемъ два произвольныхь смежныхъ сфчень: 
въ разстояни 1} одно отъ другого; первое сбчеще пересёчеть волокно 
0 въ точк® а, а второе въ точк® в; очевидно, что, если провести 
производящую в на изслЪдуемой части цилиндра, то 2е представить 
линейное перемёщене конца волокна аб, при скручивани и уголъ во.с 
уголъ скручивашя между смежными сЪченями, который назовемъ че- 
резь 44, какъ составляющ дифференщальную частицу полнаго угла 
скручиваня. По безконечной малости разстоявя между смежными св- 
ченями, линйо ас можно принять за прямую, тогда— называя перем®- 
щен!е 6е черезъ 4— найдем, что волокно иб при деформащи испыты- 
ваеть перекашиване, мЪрою котораго служитъ отношене в; но от- 
ношене это есть ничто иное какъ уголъ (замфняя тангенсъ угломъ) 
сдвига: 


Такое перекашиване волокна аб произошло отъ дфИстыя въ точк® 5 
касательнаго напряженя т, лежащаго въ плоскости $со,. Припоминая 
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зависимость между леформашею м иапряжещемь при сдвигв 
=7 
@ 
и исключая 0, при помощи только что написаннаго выражен, найдемъ 
= 1. 
с1 


Если сюда взамфнъ 45 вставить ея величину, опредфленную угломъ 
скручиваня 4$ (см. прав. черт.) т. е, 4 == р, то уголъ скручиваня 


для дифференшальнаго разстоящя @ между сБчещямн будетъ 
@ 


4$ бр [60 


Полный уголъ скручиваня найдется распространяя это равенство 
на всю длину бруса, стало быть интегрируя послфднее равенство въ 
предфлахъ отЪ 0 до #: 


=, (2) 


т. в. уголь скручивашя прямо пропорщоналент» касательному напря- 
женю въ этой точкЪ, длин® цилиндра и обратно пропорцюналенъ 
разстояню этой точки отъ оси цилиндра и коеффищенту поперечной 
упругости. 

Исключене неизвБстнаго напряженя <, при помощи выраженя его 
въ функщи отъ крутящаго момента 1, не представляетъ затруднен; 
для этого напишемъ услове равновзИя между внфшними и внутрен- 
ними силами. Если @ю поперечная площадка волокна въ точкЪ #, на 
которой дЪйствуетъ напряжен *, то моменть силы «Фо относительно 
оси цилиндра будемъ до. р. Сумма моментовъ элементарныхъ силъ, 
распредзленная на всю площадь поперечнаго сЪченя, относительно оси 
бруса, должна уравновфшиваться съ моментомъ крутящей пары, т. е. 


М= / р 4 
; 

Изъ услоя прямолинейности ращусовь въ 
сопоставлени съ закономъ Гука слфдуетъ, что 
напряженя также слфдуютъ линейному закону, 
т. ®. могутъ быть изображены даграммою чер- 

Та, тежа 125. Отсюда слфдуетъ, что 


. . - в0И8Ё = 


Фиг. 125. $ фь ба 


СКРУЧИВАНЕ КРУГОВОГО ЦИЛИНДРА. 153 


найдем 
® 


м=* [2 9. 
в. 
% 


Интегралъ 1 27%, представляющий геометрическое количество, получа- 


ющееся суммироващемъ элементарныхъ площадокъ на квадратъ ихъ 


разстояя до оси называется полярныму моментомъ инерц!и; 
назовемь его через Л, тогда — опуская указатели { въ постоянномъ 


отношенми р найдемъ: 
(+ 


т М 
- = . 3 
4 9 
Подставляя это значене въ выражене для угла скручиваны (2). 
найдемь: 


ит 
=уе’, {4 
ИЛИ 
Мб т. 


Для получен окончательнаго выраженя ф, вычислимъ полярный 
моментъ /,. Въ данномъ цилиндр вырЪжемъ кольцеобразную пло- 
щадку произвольнымт радусомъ 2: и шириною 4х; площадь этого кольце- 


образнаго отр®зка будетъ 
фо == 22а. Ч 

стало быть 
; 


д 
и= 2:2 ав. = 


Вслёдстые этого окончательное выражене 
для угла скручиваня для цилиндрическаго вала 
будетъ 


Фиг. 125. 


или 


(5) 


Относя уголъ скручиваня къ единиц длины цилиндра; 
$_ 10 
7 аа’ 
вмЪсто 3.14 округлено до 3,2. 
Напряжене при скручиванм опредзляется изъ формупы (3), слф- 
довательно оно составляетъ 


гАЪ 


(6; 
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Наибольшее напряжеше соотвЪтствуеть наибольшему значеню в 
радуса цилиндра. Называя послфдыйЙ черезъ /, а наибольшее напря- 
жене во внёшнихъ полокнахъ цилиндра черезъ &, найдемъ для по- 
вбрки прочности скручиваемаго кругового цилиндра 


а представляя выражене въ вид 


И = (6 55) 


можно формулировать услове прочности такъ: крутящ!Й моментъ 
не долженъ превосходить момента сопротивлен!я вала скру- 
чиваную. Въ послёднемъ выражени Г,:7- 7, носить назваще мо- 
мента (полярнаго) сопротивленвя плошади поперечнаго сЪченй. 
Выражая наибольшее напряженме въ зависимости отъ ращуса и 


даметра цилиндра, получим 
2м 16 


> а” 
„о 22 . В 
Подставляя наконець вмЪсто х его значене уз по сокращении, най- 
демъ—съ точностью до двухъ десятичныхъ знаковъ— легко запоминае- 
мую формулу: 


{= 


(7) 


71. Расчетъ скручиваемыхъ цилиндрическихъ валовъ. 


При расчетв машинныхъ валовъ на скручиваше необходимо про- 
извести обязательно двЪ понфрки: на величину угла скручивавя и на 
скалывающее напряжене при скручивани. - 

На практикЪ, при скручиваши машинныхь валовъ, для угла ф ста- 
вятся опредфленные предълы, за которые деформашя не должна вы- 
ходить. Обыкновенно для правильной работы машинъ, приводимых 
въ движене валомъ, ставится условщемъ, чтобы уголь крученя не 
превосходилъ 1. на погонный метръ длины вала, т. е. '/ зи’ на 1000 


мм, длины. 
Е 2т 


360. 4000 


Подставляя это значеше въ формулу (5) для ы приравнивая в 
ней } = 1000 мм, найдемь: 


а=39 ии. ® 


Въ этой формулё М должно быть выражено въ ктр. мм; и @ въ 
ктр. на кв. мм. причемъ 4 получится въ мм. Выражая въ см. сл»\- 
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дуетъ коэффишенть 39 замфнить Г 


“ до не 2 
= 22 у Ак. ев). К 
@ (к./см.2) 

Въ практик машиностроеня обыкновенно для расчета вала дается 
неё величина скручивающей пары 17, а работа М въ лошадиных си- 
лахъ, которую валь передаетъ, а также число оборотовъ п вала въ 
минуту. Связь между этими количествами слВдующая. 

Работа производимая парою 11 = РА (если 9 шаметръ валаи Р 
каждая изъ двухъ силъ, приложенных по касательной къ окружностны 
сфченя вала фиг. 121) въ одну секунду 


—= 22, т, е. 


2ь "4 


т 6" 


эта работа должна давать № {НР}, т.е. 75.1006 к. мы., 
отсюда 


2= 
г—= 
75000 № = 66” 
и по подстановк® значеня п", моментъ (въ ктр. мм.) 
м 
М = 716200... (10) 


Подставляя это въ найденное выше (8) значеше для 4, найдемъ 
(4 въ милиметрахь, № лош. силъ, я обор. въ мин.). 


Для желЪзнаго вала, полагая @ = 200 000 = 75000 кмм/2 


8 


а 
а == 687 М, (11) 


н 


Для стального вала, полагая © == 3 225 000 = 84375 к./мм.? 


= 66,8 |/ —. (12) 


Опредфлене дгаметра вала по величин® допускаемаго напряженя иро- 
изводится по формулЪ (7) 
им 


а=т Уз, (13) 


тдЪ 1, допускаемое напряжене при сдвигЪ, 
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Если дано число № лошадиныхъ силъ, передаваемыхъ валомъ при 
12 числ оборотовъ въ минуту, то эта формула обратится (вЪ кгр. и мм"; 


ИХ 
ак (14) 


#716200 № 


й == 1,71 и 


Примфръ: 

Опредфлить щаметръ карданнаго вала автомобильнаго двигателя, передаю- 
щаго на дифференщаль 14 НР при 1820 оборотахъ мотора. 

Даметръ стального вала по величин® угла скручивашя найдемъ по фор: 
мулЪ (12) 


14 


92668 ]/ рб = 198 ин. 


Даметръ вала ло расчету на прочность найдень по формул (14). Пола- 
гая допускаемое напряжене 2, =6 к/ми/ эта формула обратится въ 


У 
#842 У м 
я 
и для даннаго случая найдем 


1 
72842 и, 20 


Очевидно что слФдуетъ принять наибольшее изъ полученныхт, значений 
т.е. сдьлать карданный валь толщиною ие менбе 20 мм. 


== 16,6 ин. 


72. Продольныя напряжен!я при скручивани. 


Какъ извЪстно касательныя напряженя въ одной плоскости всегда 
сопровождаются равными имъ касательными напряженями въ плоско- 
сти ей перпендикулярной, 
Воть почему касательныя 
(поперечныя} напряженя вл» 
плоскости сченя нами раз- 
смотрЪнныя могуть суще- 
ствовать только при налич- 
ности продольныхъ (скалы- 
вающихь) касательныхъ на- 
пряженй. На черт. 127 на- 
глядно изображены какь 

Фиг. 127. т%, такъ и друмя напряже- 

ня. Если треугольник диф 

представляеть диграмму касательныхь напряженй въ плоскости по- 
перечнаго сЪчешя, то въ плоскости сёчешя мериднальнаго (по 


*) Таже формула вЪ кгр. и см. имФетъ видъ 4=71 


28, 
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производящей и оси цилиндра) даграмма взапряженй изобразится тре- 
угольникомь (див. 

Наличность продольныхф касательныхь напряженй обнаружн- 
вается при скручивани тфлъ волокнистаго строеня особенно напр. 
въ деревЪ, весьма плохо сопротивляющемся скалыванто, —именно ср®- 


зывающимЪ усилямЪ по слоямь, 


73. Скручиване вала съ эллинтическимъ сфченемъ. 


Предыдущее выводы межлу прочимъ осиованы на томь, что при 
скручиванй: круговаго цилиндра ноиеречныя сЪ- 
ченя остаются плоскими, Первоначально пол 
тали, что подобное ке предположеше возможно 
и для брусьевь съ съченемь, отличающнмся 
отгь круга. Олнако ошибочность такого пред- 
положеня можеть быть наглядно доказана 
Опытом. 

На фиг. 128 указана часть скрученмаго эл- 
лилтическаго вала. Подробное разсмотрфне та- 
кого вала послЪ скручивашя приводить къ слЪ- 
дующимь заключенямъ: 1} ось бруса остается 
прямою; 2) квадраты, начерченные на поверх- 
ности обращаются въ ромбы; 3) наибольния 
перекашиваня прямыхъ угловъ соотв тствують 
клёткамь, ближайшимъ къ производящимъ ци- 
линяра, проходящимъ черезъ концы малыхъ 
полуосей эллипса, а наименьшя — у ковцовъ 
большихъ полуосей; 4) плосмя до кручешя 
поперечныя сБченшя обращаются послф скручи- 
вая въ поверхности, при этомъ: 5) 068 
главныя оси сохраняютъ свою прямолинейность 
н прямой уголь между собою и наконецъ 6) фиг, 128. 
всЪ производяния обращаются въ винтовыя лини, 


Очертимъ внутри вала на его поперечиомъ сЪчени эллипсъ, подобный 
элнийсу, представляющему контуръ поперечнаго сФченя эллипса. Въ точкв С 
разсмотримъ касательное напряжеше т вЪ плоскости сфчены и направленное 
по касательной къ очерченному эллилсу въ точк® С. Разложимъ это налряже- 
не на составляюция т, и т, перпендикулярныя къ осямъ координать 0 и Оу 
и назовемъ черезъ ф уголъ, составляемый касательною съ осью Ол въ точк® 0; 
при этомъ получимъ 


= 


= 
“ 


Изъ уравнемя эллипса 
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имЪемь 


слфдовательно 
(15 


Стало быть папряжене <, пропорцюнально г, а напряжене <, пропоршонально у. 
Очертивъ эллипсл, найдемъ ито составляющия т,’и т,’ находятся въ такомъ 
же отношении, т. г. 


найдемъ 


%=А и 


Фиг. 129. Услове  равновз я 
крутящей пары ст, сум- 
мой моментовъ касательныхь силъ упругости выражается такъ: 


/ 


8 


ав В Й 
Ю 


м 


убо уч- вы ал |] 
$ 


Написанные интегралы представляют, согласно объясненному выше, мо- 
менты инерщи площади поперечнаго с@чея относительно осей Ох и Оу, Под- 
ставляя ихъ значене *) найдемъ 


х 
МАТ -вт а. (17) 


Опред®ляя отсюда А и В при помощи пропорщи (16) 


и слвдовательо 


напряжене же 


{18 5 


Изъ этого выражен видно, что напрянемще возрастаеть съ координатами 
= ну Исключая координату у, при помощи уравнешя эллипса, 


(р + Фр == 1) 


2м 
2 | 


найдемъ: 
Ио» 


*) Выводъ см. въ отдзлВ объ изгибЪ. 
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Наибольшия значеня получимъ для точекъ зллипса, соотьфтствующаго виЪш- 
нему контуру вала для у=ур из а. 

Такъ какъ и > то шишх получается при 250, # 
== ни у, =:0 причемь 


ЗВ и мм < при 


нат т и тс 19) 


отсюда заключаемъ: 

Наибольшее напряжен!е при кручени соотв%тствуетъ конеч- 
нымъ точкамъ малой оси, а наи :дЬшее точкамъ наиболЪе удален- 
нымъ отъ оси зала. 

На фиг. 130 изображена маграмма касательныхт, папряженй для точекъ, 
лежащихь на малой и большой полуосяхь и на иЪкоторомъ произвольномт, 
направлени отъ центра къ пернфери 

Для кольца очерченнаго двумя зллийсами по- 
лучимь 


м= 


и (а — бу В ый — вал) 


подставляя 
д ам 

г В _; - .. 

ЛЕВ 1 Вы 


найдемъ для одной изъ точек контура 
г 


в.в, 3). 


Унтьыти, 


Наибольшее же напряжене на конц малаго даметра 
2 м 


р Я 2 
та аз -а,вй {20 
Для опредфленя полнаго угла скручиваны можеть служить выражен 
‚мч м ео 


Тай” =” 


74. Скручиван!е бруса прямоугольнаго сЪчен!я, 


При скручивани бруса прямоугольнаго сЪчешя, можно наблюдать 
какъ это видно изъ фиг. 131 слёдующее; 

1) Квадратныя кл®тки, начерченныя на поверхности бруска пере- 
ходятъ аъ ромбическя 2) поперечныя прямыя лишн на поверхности 
искривляются, причемь онф остаются перпендикулярны къ ребрамтъ 
бруска лишь близь этихь реберъ; отсюда кривизна лин сначала 
быстро, а затБмъ медленнфе возрастаетъ, достигая наибольшаго эна- 
ченшя по средин$ каждой грани; 3) илоскя сЪченя соотвтственна 
этому [что можно наблюдать на концевыхъ сБченяхъ, если они сво- 
бодны] искривляются, 4) продольная и поперечная оси сфченя сохра- 
няютъ свою плоскость; 5} ребра и вс продольныя лини обращаются 
въ винтовыя. 

Бсли прямоугольное с$чеше главными осями раздвлить на четыре 
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прямоугольника, то искривлене плоскости свченя происходить та- 
кимь образомъ, что точки 1 и 3 четвертей приподнимаются, а точки 
2 и + четвертей опускаются относительно 
первоначальной плоскости сфченя. Наиболь- 
ийя уклонеНя соотвЪтствАюЮтТъЪ угловымЪъ точ- 
камъ сёчены, а граница между начерченными 
въ сБченш квадратиками какъ замфчено въ 
п. 4 сохраняютъ свою плоскость, 

На фиг. 132 представлень тотъ частный 
случай, когда грани бруска 
между собою равны, т.е. 
искривлене бруса квадрат- 
наго сёчешя, Въ этомЪ слу- 
чаЪ сохраняютъ свою пер- 
воначальную плоскость не 
тользо 96% главныя оси, 
но м об дагонали. Под- 
нят!е точекъ съчейя про- 
исходитЪ в» нечетныхъ 
треугольникахь Т, 3, 5, 7, 
а опускане ‘гочекъ —въ 
чегныхь треугольникахъ 
2, 4, 6, 8. 

Такъ какъ при дефор- 
мащи наибольшее искажене 
начерченныхь на боковыхъ 
траняхтъ квадратиковъ про- 
исходить по серединЪ гра- 
ней, то въ этихъ имевно 

Фиг. 13. точкахъ и имБють мсто фиг. 132. 
наибольшя касательных на- 
пряженя. Объ этомъ можно также судить по продольнымъ напря- 
женямъ, каковыя именно и получаются въ серединЪ граней. Теоре- 
тическое изслздоване произведено Сенъ-Венаномъ. Для ознакомленя 
сь нимъ необходимо знакомство съ теорГею упругости, почему эти 
изсльдованя здфсь и не приводятся. Элементарные выводы требуюту, 
проиэвольныхъ предположешй и взамфнъ этого предлагается формула 
и табличныя данныя, какъ результаты теоми Сенъ-Венана. 

Даграмма касательныхъ напряженй изображена на черт. 133 Наи- 
большее касательное напряжене *„,, получается въ точк® А грани 
шириною $ и выражается формулою 


(22) 
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Уголъ же скручиваи оспредбляется формулой 

1 дн 

2 баб. 

Коеффишенты № и чу зависять оть отношеня между длинною и 
короткою сторонами прямоугольника, т. е. отъ отношеня * .Для про- 


(23) 


межуточныхъь между табличными 
значешями отношенй ф къ в, на- 
пряжене °„, можеть быть вычис- 


лено по приближенной формул: 


— 36 +180 д. 29 


Таш» фе 


Напряжене т, т.е. въ серединЪ 


короткой грани менфе напряже- 7! } | 
Я т„.. ВЪ таблиц® 20 дано отно- = 

. т Р Фиг. 133. 
шене —№ = а, Наконецъ въ той 


же таблиц$ даны отношеня касательныхъ напряженй въ произвольной 
точк$ граней къ наибольшому напряжению въ середин® соотвтствен- 
ной грани т. е, количества 


Таблица 290. 
Дия опредвлен значенй р, ла, Вит. 


отношеня = || 1525 | 
т 
в 9.208 | 0,231 | 0,239 | 0,246" 0,258 
вл | 0,961 0,2141 0,229; 0,249 
й т | 05721 04691 — | 0307 
г. 
ъ | 
в 0 1 -|- 1 -,- 1 | - 
м ба 1095 | [|094] ОР - 1099] - | - 
бы» | 02 | 086| — | |092] — | - [0984 _ 
03 | 071] — | — 1080] — | - [0997 _ 
08 | 05061 — | = 10591 — | = |090] = | - 
— 1 ОА т -- 
+ | | 
# “ 1 
с : | 
оао! В 
01 | 0,975} — | -. | 0973 р [098 -- 
+ 02 10896] — | — 1089 — | 0889 | - 
03 | 0711 — | — | 0.237 ЖЕ 106 
в 106] — | - яв - |= 8] - | - 
: 1 | , 
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75. вмян!е закрЪплеНя концовъ. 


ВсЪ разсматриваемые случаи предполагали что пара съ крутящимъ 
моментомъ 4 дФИствовала на свободный конецьъ бруска, у котораго 
другой конець закрфиленъ. Если же закрЪллены будутъ оба конца, 
какъь указано на черт. 131 одинъ въ плоскости А, другой въ плос- 
кости В и пара съ крутящимъ моментомъ Л/ будетъ расположена въ 
плоскости 0, лежащей въ разстояни 1, отъ плоскости 4 и [, отъ 
плоскости В, то возбуждается вопросъ: какъ вычислить полные углы 
крученя для обзихъ частей бруса и какое сЪчеще является опаснымъ, 
т. ®. въ какомъ сФчени необходимо производить повЪрку прочности. 
Освободимь мысленно концы бруса и для сохранен я его равновЪ ся въ 
скрученномъ состояни приложимъ къ концамъ его въ плоскостях 
Аи В крутяще мо- 
менты Л) и Мь. 
Очевидно что по успо- 
во равновЪзоя эти 
моменты должны въ 
сумм$  уравновЪши- 
ваться съ моментомь 
М, т. в. 


М = М. + М». 


При этомъ мож- 
но вообразить, что 
имземъ брусокъ, за- 
дфланный въ плос- 
кости С къ коицамъ котораго приложены пары съ крутящими момен- 
тами Ма и М». 

Величину утла поворота сфченя (, относительно концов» бруса, 
очевидно можна нолучить опредфляя углы скручивашя концовъ отъ 
моментовъ М, и Л/,, причемъ углы эти между собою должны быть 
равны, Но углы эти пропорцюнальны нзкоторому коэффищенту }, за- 
висящему отъ разм®ровъ бруса и его материала (5) 


ФМ М.В = Ми, 


При однородномъ матералЪ и постоянном съчени бруса 
стало быть 


^„ 


Мл 
Мои 
Сльдовательно величины опорныхъ моментовъь обратно про- 


порц!ональны разстоянямъ до плоскости скручивающей пары, 
Отсюда слфдуеть что опасное с%чен!е бруса будетъ въ 
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мЪств задёлки короткой части, къ концу которой прило- 
жена большая пара. Выше было выяснено, что при скручиванм 
брусьеяъ, имБющихъ сБчене отличное отъ кругового, происходитъ 
искривлеше поперечныхъ сЪчекй. Если концы бруса задфланы, то къ 
подобному искривленно является препятств!е: т& точки поперечнаго 
<Ъченя, которыя при свободномт сЪчени приподнимались бы —будутъ 
испытывать реакщи сжа\я и соотвётственныя имъ продольныя во- 
лакна будутъ испытывать скимающ!я напряженя; волокна же концы 
которыхъ расположены въ той части свченя, которая понижается 
при скручиващи, будутъ испытывать вытягиваюцщя напряженя. По- 
добное эже явлеше происходить, въ томъ случаф когда круглый валъ 
снабщенъ на концахъ прямоугольными пластинами, къ которымъ и при- 
латается крутящая пара. При этомъ яъ мбст перехода цилиндриче- 
ской части въ прямоугольную появляются напряженя отрывающя ци- 
линдръ отъ прямоугольной плиты, Въ брусьяхъ прямоугольнаго сЪче- 
ня наибольния напряженя соотвЗтствуютъ ребрамъ, а въ брусьяхъ 
квадратнаго сфченя, у котораго дагонали сфчешя сохраняютъ свою 
плоскость, наибольшия продольныя напряженя оть влыня препят- 
ствЙ къ искривленю получаются въ наружныхь волокнахъ бруса 
между ребрами и серединами боковыхъ граней. 


и* 


ГЛАВА Х!. 
Изгибъ прямого бруса. 


76. Явлене изгиба; чистый изгибъ. 


Въ общемъ обзоръ деформащй уже было указано, что если си- 
стема силъ, двйствующихъ на изслфдуемую отсЪченную часть бруска 
приведется къ парЪ силъ, плоскость которой заключаетъ ось бруса, 
та деформашя бруска называется изгибомъ, причемт, первоначально 
прямая ось бруска искривляется. Въ дЪйствительности изъ повседнев- 
наго опыта. извЪстно, что искривлене оси, т, е. изгибъ происходить 
всегда, когда на брусокъ д®йствуютъ силы перпендикулярныя къ оси, 
какъ напр. при подвфшизанми груза къ концу бруска неизмнно за- 
двланнаго въ стЪнку, при приложен грузовъ къ бруску свободно 
опертому по концамъ и т. п. Подобные случаи, какъ обычно встр%- 
чающеся, собственно и носятъ назваше общаго случая изгиба, на легко 
вид®ть, что искривлене бруска силами перпендикулярными къ его оси 
представляет сложную деформац!ю изгиба и сдвига, почему сохрамяя 
логическую послдовательность въ изслФдовани деформащИ, является 
болзе строгимъ и вмЪсть съ тёмъ болзе легкимъ къ пониманию — 
изучен изгиба парою 
силъ, представляю- 
щаго случай чистаго: 
изгиба, ДЪйствитель- 
но, если на брусокъ 
ДВИСТвуютъ, кая 
угодно силы, пересЪ- 
каюния ось его, то 

Фиг, 132. отсвкая и отбрасывая 

напр. правую часть, 

мы можемъ по правиламъ статики вообразить себф вс силы, прило- 
женными къ центру тяжести сБченя разсматриваемой части бруска, 
причемъ каждый разъ отъ перенесея силы параллельно самой себЪ 
придется прибавить пару силъ съ плечомъь равнымь разстояню отъ 
центра тяжести сфченйя до направленя данной силы. На фиг. 132 такое 
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‘перенесене произведено съ силою Р; — одною изъ дЪйствующихъ на 
ЛЪвую часть бруска, 

Сльдстыемъ перенесеня силы №, явилась пара съ моментомъ 
М, = Рё» каковая и изгибаетьъ брусокъ. Однако въ центрЪ тяжести 
бруска еще явилась свободная сила ГР’, имфющая своими составляю- 
щими Р, вхо, ДЪИсТвующую по оси бруска и Р,‚ за» дБйствующую 
перпендикулярно къ оси бруска. Изъ предыдущих главъ понятно, что 
брусокъ отъ звляшя силы Р. кромф изгиба будетъ въ подобныхъ 
<лучаяхъ подвергаться растяженю или сжатию, а также деформащи 
сдвига. 

На основанм изложеннаго ясно, что въ качеств® основной дефор- 
мащи слфдуетъ первоначально разсмотрёть изгибу парою силъ. Изъ 
усломя равновфая очевидно, что въ такомъ случа$ и совокупность вну- 
треннихъ силъ, распредЪленныхт по разсматриваемому сфченпо, должна 
также имфть своею равнодьйствующею — пару силъ. Задачею изсл®- 
дованя будеть отыскаше по этой парЪ элементарныхъ составляю- 
щихЪ силъ, а равно опредфлене величины искривяеня оси. Рьшене 
вопроса [сводящатося къ знанйо закона распредълемя усий по сё- 
ченво] основывается на экспериментальномъ изученуи явлен{я и извЪст- 
ныхь логическихь умозаключеняхъ, опытомъ подтверждаемыхт. 

Для примфра возьмемь брусокъ съ прямолинейною осью и отно- 
сительно незначительными поперечными разм$рами напр. стержень или 
Фалку, нагруженную какъ указано на фиг. 133. Подъ вщящемъ грузовъ 
Р брусъ прогнется, причемъ по 
<имметрии очевидно, что реакщи 5 $ 
опоръ, разныя между собою, о-] В | 
численно равны каждая Ри слЪ- у Ш 
довательно для всякага сфченя, 
взятаго между грузами Р, систе- 
ма (анфшнихъ) силъ, дъйствую- 
щихъ по одну сторону свчешя Фиг. 133. 
приводится къ пар силъ, съ 
моментомъ 1/ = Ра. Очевидно, что силы, которыя нужно приложить 
въ свчеши {# къ лЬвой части, чтобы сохранить ея равновЪе при от- 
брасыванй правой части приведутся также къ пар® съ момен- 
томъ — 41, причемъ, какъ извфстно изъ статики, силы образующия 
внутреннюю пару неё связаны опредфленнымъ направлещемъ, г. е. не- 
извЪстно заранфе будутъ ли он% дЪйствовать перпендикулярно къ оси, 
наклонно, или вдоль оси. 

Замфтимъ еше, что брусокъ можеть изогнуться и не въ пло- 
<кости дЪйстЬя внфщнихъ силъ, что можно наглядно видфть изги- 
бая относительно тонкую пластинку напр,, линейку въ плоскости 
д!агонали поперечнаго сЪченыя;, линейка выгнется въ плоскости 
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‘наклонной къ плоскости дВйствя силъ. Для облегченя вопроси, пред- 
положимъ, что плоскость изгиба совпадаетъ съ илоскостью д®йстья 
внфшнихъ силъ, а затёмъ, при математическомъ изслёдовани де- 
формашй, выведемъ услове совпаденя ука- 

> занныхъ плоскостей, 

7. Легко, какъ а4оМ, такъ изъ и опыта за- 
мЪтить, что подъ двйстшемь изгибающей пары 
искривлеше оси будетъ сначала измФняться 
упругимь образомъ, причемъ для тЪлЪ, подчиняющихся закону Гука 
зависимость между искривлешемь оси, или — какъ то обычно изм$- 
ряютъ -— между стр®лкою прогиба и нагрузкою можеть выразиться 
прямою линею; посл извфстнаго предфла нагрузки произойдеть от- 
клонене отъ прямой лини, характеризующей зависимость между де- 
формащею и нагрузкою. 

Если обратиться къ бруску, то съ выпуклой стороны легко замЪ- 
тить растяжеще волоконъ, а въ моменть излома бруса разрущене 
этихъ волоконъ отъ разрыва. Одновременно съ этимъ, на вогнутой 
сторон можна замЗтить сжа’Че волоконъ. Зам тимъ, что послзднее 
было отичено изслфдователями значительно поздн%е нежели растя- 
жене волоконъ съ выпуклой стороны. Изъ описаннаго слЗдуеть за- 
КЛЮЧитТЬ, что съ выпуклой стороны, волокна подвергаются растяженио, 


а съ вогнутой стороны сжатию. Въ 


Фиг. 134. 


] послВднемь легко уб®диться, длая 
въ брускВ надр®зы и заполняя ихъ 
плотно тъмъ же веществом, из ко- 
тораго сдфланъ испытуемый брусъ. 
Надрззы съ той стороны, съ 
которой появляется выпуклость при 
опыт5 значительно ослабятъ брусокъ и онъ будетъ разрушаться 
при значительно менылей нагрузкЪ; надрззы же съ вогнутой стороны, 
при тщательномь заполнени, не ослабятъ 

4 испытуемато бруска. 
х Изъ приведеннаго описаня явлешя уже 
можно заключить, что знутреныя силы 
х приводятся къ ‘такой пар® силъ, у которой 
одна изъ силь о представляеть  равнодЪй 
+ ствующую сжимающихъ силъ, а другая 
фиг. 136. равнодъйствующую вытягивающихь силу; 
силы эти М приложены къ л№вой части 
бруса [отъ даннаго сёченя #], какъ указано на фиг: 136. Они паралельны 
оси. бруска, такъ какъ вызывают дишь зытятивающя и сжимающия на-- 
пряженИя, но точное расположение, а. равно и распредзлеше ихь составляю- 
щихь` по’ сченйо — изъ ‘изложеннаго пока ‘остаются ‘ невыясненными. 


Фиг. 135. 
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77. Гипотеза Бернулли. 


Отввтъ на это находимъ слфдующимъ образомъ. Если на поверх- 
ности бруса провести рядь продольныхъ и поперечныхъ лин, какъ 
на фиг. 137, т. а, такъ, чтобы проекщя ихъ на плоскость изгиба обра- 
зовала прямоугольиики, то послЪ изгиба, продольныя лини изгибаются, 
сохраняя свои разстояня до проекщи оси на ту же плоскость {т. е. 
образуя рядъ концентричныхь лин), а проекшя поперечных лин 
<сохраняетъ прямизну и прямые угяы 


съ продольными линями (т. е. пря- $ 
моугольники обращеючся въ тра- И 
пеши съ концеитричными основа- \ 


нями). Отсюда слфлуетъ, что кон- 
туръ каждаго иоперечнаго сёченя |-- | 
располагается въ одной плоскости, = КАНЕВ \ 

Предноложимъ что концы воло- 3 
конь, опредфляемыхь плоскостью 
одного изъ сБчешй заключающихь 
контуръ 64 до деформащи — оста- 
лись на плоскости, опредфляемой 
Тфмъ же контуромъ поперечнаго 
сфченя 0,4, послЪ изгиба, Это пред- 
положене составляеть гипотезу Фиг. 137. 

Бернулли, выражаемую такъ: плос- 

к1я съчения (перпендикулярныя къ оси) до изгиба, остаются 
нлоскими и нормальными къ оси и иослЪ изгиба, Какъ 
видимъ это пока единственное предпопоженте, но однако всецзло 
основанное на опыт5. Отсутствие искривленя, по крайней м®рЪф если 
не асей плоскости сЪченя, то его контура-провфрено опытомъ даже 
и надъ твлами лишь приблизительно подчиняющимися закону Гука. 

Профессоръ Фёппль устанавливалъ на боковой поверхности пря- 
моугольной каменной балки по контуру поперечнаго сЪченя (прямого) 
рядъ зеркалъ; послЪ изгиба зеркала отклонялись приблизительно на 
одинъ и тотъ же уголъ. 

Такимъ образомъ, при справедливости гипотезы Бернулли, дефор- 
мащя изгиба заключается во взаимномтъ поворотВ двухъ смежныхь 
поперечныхь с$чейй на н5который уголъ. Пересёчене смежныхъ с3- 
че опредзляетъ центръ и радусъ кривизны въ данной точк% оси. 
При повзоротЪ сЪченй и искривлени волоконъ, часть ихъ на выпуклой 
сторон удлиняется, а часть укорачивается, а слЪдовательно суще- 
ствуютъ промежуточныя волокна, не претерлвающИя измЪненй длины. 
Очевидно, при линейности распредъленй деформащи, всЪ эти (проме- 
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жуточныя неизмфнной длины) волокна, лежания въ одинаковомъ раз- 
стоянм отъ центра кривизны образуютъ при изгибЪ нилиндриче- 
скую поверхность, а до изгиба плоскость называемую 
нейтральным слоемъ. 

Пусть на чертежБ 137 0,0, представляетъ собою пересфчене ней- 
тральнаго слоя съ плоскостью чертежа. Проведя г/|| и.6, и называя 
длину волокна по нейтральному слою черезъ @з. найдемъ удлинеше 
произвольнаго волокна, удаленнаго на разстоящи " отЪъ нейтральнаго 
слоя изъ подобя треугольниковъ 00,0, И а, #4, 


Аа 
& 


. 
= э. (0} 

ПослЪднее выражается такъ относительное удлинен!е 
или укорочен{е волоконъ при изгиб прямо пропор- 
ц:онально разстоян|ю даннаго волокна отъ нейтраль- 
наго слоя, или же говорятъ, что удлиненя волоконъ слФдуютъ ли- 
нейному закону. 

Гакимъ образомъ ясно, что наиболЪе укороченными и уллинен- 
ными при изгибЪ являются крайня волокна, лежащия на вогнутой и 
выпуклой сторонё изрибаемаго бруса, что именно и наблюдается на 
опытупри разрушени бруска при изгибЗ. 

Всего изложеннаго совершенно достаточно для математическаго 
выраженя законовъ напряженй и деформащй при изгибЪ, но прежде 
перехода къ опредфленио этихъ количествъ, укажемъ на явлеше но- 
перечнаго сжа’Ия и растяженя, подтверждающее косвеннымъ обра- 
зомъ отсутстве при чистомъ изгибЪ иныхъ напряженй въ понереч- 
ныхЪ сфченяхь кромЪ нормальных. 

Извьстно, что при растяжени бруска онъ претерифваеть попе- 
речное сжат!е, а при сжати— поперечное уширене. Если при изгиб® 
часть бруса на выпуклой сторон® испытываетъ простое растяжене, а 
часть бруса на вогнутой сторонз — простое сжатие, то съ выпуклой 
стороны брусокъ въ поперечномъ направлени долженъ сжиматься, а 
съ вогнутой — уширяться. Отсутстйе подобныхъ деформацй показы- 
вало бы, что волокна находятся въ иномъ состояни, нежели при про- 
стомъ растяжени и сжатии, причемъ между волокнами должны бы 
имёть место нажатя или касательныя напряженя отсутствующя при 
простомъ растяженм или сжат. Опыты показывают что дЪйстви- 
тельно при изгибЪ поперечное сжате и расширене имзютъ м$сто. 
Поперечное сЪчеше абс деформируется переходя, какъ указано на 
фиг. 138 въ а.10,4,, причемъ въ верхней сжатой части оно расши- 
ряется въ поперечномъ направлеи, а въ нижней вытянутой — оно 
сжимается въ поперечномъ направлен. Поперечныя измЪненя сЪченя 
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возрастаютъ отъ нейтральнаго слоя, гдЪ поперечное изм6нене сфиеня 
равно нулю къ нижней и верхней части с®ченя, причемъ отдфльныя 
волокна сохраняютъ свое разстояне до нейтраль- 
наго слоя, что очевидно возможно ирн искривленит 
сфченНя какъ изображено на фиг, 138. Если при 
разсматриваемомь на фик 137 изгибЪ, центръ 
кривизны продольной оси будеть располагаться 
вверху, то очевидна, центръ вторичной кривизны 
долженъ располагаться внизу. По опытамъ Корню, 
между ращусами вторичной и первичной кривизны Фиг. 138. 
существуетъ Пуассоново отношене, 

Искажене поперечных съченй при изгиб® можио наблюдать при 
изгибЪ брусьев» изъ сильно деформирующихся матергаловъ, напр. изъ 
каучука. 


78. Напряженя при изгиб. 


Для изслёдовая отнесемъ изгибаемый брусокъ къ системЪ пря- 
моугольныхъ осей координатъь въ пространствЪ. Ось Х-совъ напра- 
зимъ параллельно оси бруса: плоскость сфченя пусть будетъ пло- 
скостью УОЙ, Пересфчеще этой плоскости съ нейтральнымъ слоемъ 
(каковой согласно гипотезь Бернулли предполагается плоскимъ) при- 
мемъ за ось ОУ; пересфчене это называютъь нейтральною осью, 
или иногда нулевою линею; наконецъ ось й направимъ перлен- 
дикулярно къ первымъ двумъ осямъ, причемъ плоскость #ОХ при- 
мемъ за плоскость дЪйстыя внфшнихь силЪ, Можно было бы напи- 
сать шесть основныхъ условй равновёя и изъ нихъ отбросить т%, 
которыя удовлетворяются тождественно, но такъ какъ выше уже 
вполнф выяснено, что внутрения 
силы приводятся къ парЪ силь, то 
достаточно записать это услове 
въ видз уравнен! равновЪя двухЪ 
паръ лежащихъ въ плоскости @Х — 
и зат6мъ написать услоше совпа- 
деня плоскостей равнод®йствующей 
пары внутреннихъ напряженйй съ 
плоскостью ЁХ. Назовемъ нормаль- 
ное напряжеше нъ данной точкЪ съ координатою = черезъ з, тогда 
должно быть: 1) сумма проекщи силъ на ось Х равна нулю и 
2) сумма моментовъ относительно любой точки плоскости #Х также 
должиа равняться нулю; составимъ сумму моментовъ относительно на- 
чала координатъ или иначе говоря сумму моментовъ снлъ относи- 
тельно нейтральной оси. 
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“Третье уравнене-—-проекшй на ось Й удовлетворяется тождественно 
если выяснено, что внутрення и внёшыя силы приводятся къ пцарЪ 
силь. Первое уравнен!е обращается въ Х- М— №=0, гдЪ Х сумма 
внЪшнихь силь дёйствующихь влЪво отъ сЪченя параллельно оси 
равная нулю; выражая № въ напряженяхь 


и“ 


ово =0; (1) 


ы 


второе въ Ри — № =0, или выражая во внутреннихъ напряже- 
ияхъ: 


м= Й оф. =. (2) 


ы 


Зафеь э@ю есть элементарная нормальная сила въ данной точкЪ, 
а 2, какъ сказано, координата этой точки. Суммироване должно 
быть распространено на всю площадь сфченя от. 

Решеня интеграловъ основывается на гипотез Бернулли о линей- 
ности плоскихъ с®чешяхъ. Если сопоставить линейный законъ распре- 
дфленя деформашй съ закономъ Гука, то слЪдстшемъ плоскихъ с3- 

ченцй является линейный 

д, 8 СЯ законъ распредёления 

напряжен{й, выражаемый 

иногда въ видё гипотезы 
Навье. 

На фиг. 140 сёчеше АВ 
До изгиба обращается посл® 
изгиба въ СО. Пусть А4з удли- 
нене волокна въ разстояни 
5 отьъ нейтральной оси. По 
формул Гука с == А, напряжене з получится д8ленемл, удлиненя 
445 на 5 (первоначальную длину волокна между смежными сЪченями) 
и умноженемъ на коеффишентъ упругости №. 

Такимъ образомъ прямая @Н, полученная изъ С) умноженемъ 


любой ея ординаты на изобразить закомъ распредъленя напряже- 
женй по сЪченйо. 

Законъ линейнаго распредъленя напряже даетъ возможность 
найти напряжене с въ любомъ волокнЪ, если будетъ извфстно напря- 


жене о, въ нЪкоторомъ волокнб съ координатою ги изъ пропорщи 


Е 
в 


. а, (3) 


55 : 
причемъ -” представляеть постоянное отношеще, 
й 
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Подставляя найденное значене о въ уравнеше {2} и вынося по- 
стоянный членъ за знакъ интеграла, получимъ 


. Г 24 = 


Такъ какъ множитель °” отличенъ отъ нуля, то для удовлетво- 


рен!я послЪднему равенству необходимо 


/ о =. (4} 


$ 


Написанный интегралъ—(предфль) суммы произведений элементовь 
площади на разстояще соотвфтственнаго элемента отъ нейтральной 
оси представляеть собою статическй моментъ площади относительно 
нейтральной оси; по теоремБ о моментахъ можно написать: 


Г Ею 


ГДЪ 0 есть полная площадь поперечнаго сЪчемя, а & разстояне 
центра тяжести этой площади до оси, Равенство нулю этого момента 
указываеть на сонпадене центра тяжести площади сЪчешя съ ней- 
тральною осью. Итакъ первое изъ условй равновЪя приводить къ 
заключен, что нейтральная ось проходить черезъ 
центръ тяжести поперечнаго сЪчен1я, такимъ обра- 
зомъ положен! е нейтральной оси зависитъ лишь отъ 
вида поперечнаго сЪчен!я изгибаемаго бруса. Посл® 
сдъланнаго заключеня можно замвтить что ось Х, проведенная парал- 
лельно оси, въ дЪИствительности совпадаетЪ съ осью бруска. 

Геперь обратимся ко второму условию равнов®@я. Вводя въ него 
уравнене прямой лин (3) и вынося постоянное отношеше за знакъ 
интеграла, найдем 


<) 


Зъ этомъ выражены интеграль зависить лишь отъ геометриче- 
скаго вида сЪчешя. Это количество — предфлъ суммы произведений 
злементарныхъ площадокъ на квадрат разстояшй ихъ да оси (въ 
данномъ случаЪ нейтральной) носить иазван1е момента инерц{и 
площади поперечнаго сзчен!я, О нахождени его и свой- 
ствахъ сказано особо нике (глава ХП). Назовемъ его черезъ Г. КромЪ 
того въ полученном множител$ передъ интеграломъ опустимъ на осно- 
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ван пропорщи (3} указатели 0, тогда найдемъ зависимость между 
виЪшними и внутренними силами при изгибф въ видЪ: 


В ит, (6) 


т. е. напряжене при изгибЪ прямо пропоршюонально моменту изгибаю- 

щей пары, разстоянйо волокна до нейтральной оси и обратно пропорию- 

нально моменту инерции площади поперечнаго с5ченя изгибаемаго бруса. 
При данномъ знакф у ЛУ, знакъ с зависить отъ знака перелъ #. 

Обыкновенно количество Л7Гназываютъ изгибающимъ моментомъ. 

Выражене (6) выведено при условм равновЪ@я изгибающей пары съ 

равнодъйствующей парою силъ внутрен- 

вихъ, т. е. при совмфщени плоскостей 

обЪихьъ паръ, и слфдовательно плос- 

ЕР кости изгибающей пары Ра съ плоскостью 

. изогнутой оси. Для совмъщеня  плоско- 

стёй объихъ паръ необходимо чтобы 

у проекшя пары силъ № на плоскость ХУ 

Фиг. 141. (см, фиг. 141) была равна нулю, или что 

тоже — сумма моментовъ силъ относи- 

тельно оси ОЙ должна обратиться въ 0. Моментъ элементарной силы от- 

носительно оси Я (силы эй) будетъ сй® .уи стало быть необходимо: 


Дззвь =0; (7) 


исключая отсюда в при помощи пропорци (3) получимъ 


о й "уе 


Я 


Откуда согласно вышесказанному — 


/ “ув == 0. 
$ 

Написанный интегралъ зависить лишь отъ геометрических свойстаъ 
фигуры; его назовем по аналоги съ количеством /— центроб% ж- 
нымъ моментомъ инерцти площади поперечнато сЪчешя отно- 


сительно осей Уи {*) и обозначимь черезъ Г., т.е. нужно чтобы 


т. „Гаев =0, (8) 


Равенство нулю центробЪкнаго момента инерцщги зависить отъ вида 
фигуры и расположеня осей Уи Я. Очевидно напр. что этотъ мо- 
ментъ равенъ нулю когда 06% оси Уи являются осями симметрии 
СВченя, какъ это имбетъь мЪсто на фиг. 142. Въ этомъ случаз оси 


") Иногда это количество называють произведентемъ инерцу и. 
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У ий называютъ главными осями, а плоскости ХЁн УР глав- 
ными плоскостями и слфдовательно произведенное изслёдоване можно 
формулировать такъ, При дЪиств!и изгибающей пары въ 
одной изъ главныхъ плоскостей балки, изгибъ про- 
ИСХОДИТЪ НЪ ТОЙ Же ПЛОСКОСТИ. 


2 
Е 
| 


{= 


8) р) 9 а) й 


Въ этомъ случаз другая главная плоскость является нейтральнымъ 
слоемъ, а нейтральная ось — второю главною осью; (первая главная 
ось —перес$чене плоскости изгиба съ поперечнымь сфченемъ). Этотъ 
случай изгиба имбетъ наибольшее практическое значене. Задача 
объ изгиб парами, плоскость которыхъ наклонна къ главным 
плоскостямъ разсмотр®на особо въ № 80. 

Изъ общаго взыраженшя для изгиба (6), а равно изъ фиг. 140 
и закона распредфленНя напряженй по высот сЪченя слфдуетъ, что 
наибольшее напряжене (по абсолютной величин} иметь м6сто для 
наибольшаго значешя 2. Поэтому при повЪркф прочности слЪдуетъ 
формулу (6) написать (при обозначеяхъ и знакъ № принятых 
на фиг. 140) такъ: 


для сжатя 
тах т, 
ира, = И Т =, 
для растяженя (9} 
паст 
ав в, = М т" =; | 


тдЪ №, и ®, допускаемыя напряжещя на сжатме и растяжене. 
т . 
Обыкновенно количество нала называютъ ма ментомъ сопро- 


тивлен!я площади поперечнаго сЪчентя бруса и обозна- 
чаютъ черезъ И’, Т, е. т 


энах # ° 

Для симметричнаго относительно нейтральной оси сЪченя напр. для 
одного изъ сфченй указанныхъ на фиг. 142 (кромЪ е) имфемъ 

21 


р = ^^ 
и й 
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Итакъ окончательно формула для повфрки прочности бруса при 
изгибв напишется такъ, [полагая матералъ съ одинаковымъ допус- 
каемымъ напряжешемъ на растяжене и сжат]; 


м 
и 


(10) 


нар 


причемъ { есть допускаемое напряжене для сжат или растяженя, 
смотря потому въ какихъ волокнахъ опредфляется напряжеше—вЪъ 
сжатыхъ, или вытянутыхъ. 

Иногда произведее И” называють моментомъ сопротивле- 
в1я всей балки и тогда формулу для повёрки прочности 


МЕ, [оо 


читаютъ такь изгибающЁй моментъ не долженъ прево- 
сходить момента сопротивлен:я всей балки, 


79. Косой изгибъ. 


Если плоскость изгибающей пары не совпадаеть съ одною изъ 
тлавныхъ плоскостей бруса, то, какъ указано зыше, не произойдетъ 
совмфщеня плоскостей паръ вн®шнихъ и внутреннихъ силъ, т. е, 
плоскости дёйстия внФшнихъ силъ и плоскость изгиба будутъ раз- 
личны; иначе еще можно сказать, что въ 
этомъслуча$ нейтральная обь не будетъ 
лерпендикулярна къ плоскости дЪЙстЕЯ 
внфшнихь силъ, Пусть на фиг. 143, 
Ё ит будуть главныя оси, а 0 слёдъ 
плоскости дВйстыя внЪшнихь силъ. 

Очевидно пару съ  моментомъ 
М, дЪйствующую въ плоскости 0х 
[ось Х расположена по оси бруска] 
можно разложить на составляющя 
пары съ моментомъ Мята и М 6050, 
дЪйствующя по главнымъ осямъ. 
При такихъ условяхъ ось У явится нейтральною осью для изгиба 
въ плоскости ЁХ отъ пары съ моментомъ М с05а и ось 2 ней- 
тральною осью при изгибф въ плоскости УХ, отъ пары съ момен- 
томъ М зв а. Такимъ образомъ вопросъ сводится къ предыдущему и, 
по опредфленю напряженй, остается разобраться въ какихъ волокнахъ 
напряженя суммируются отъ изгиба въ двухъ главныхъ плоскостяхъ. 
Яснве всего эго можно видзть на примЪрё. Пусть на фиг. 144 пря- 
моугольникъ АВ представить сфчене изгибаемаго бруса, уложеннаго 
на наклонныхь опорахъ. Векторъ М вмств съ осью бруска опре- 


Фиг. 143. 
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дёняетъ плоскость дьйстыя внёщнихь сить; величина вектора пусть 

даетъ величину момента изгибающей пары. Подобный случай иметь 

мЪето напр. при расчетЪ обрьшетки на стропилахь, Векторъ 11 раз- 

лагаемь на составляющия 

п двумъ тлавнымЪ 

осямъ. Опредфлимъ на- 

пряжены отъ изгиба въ 

нзкоторой произвольной 

точк$ 2 съ координа- 

тами уи г. Положимъ, 

что знакъ момента та- Ивих 

ковъ, что направлене 

стрёлокь у Муна и 

М со; на чертежЪ опре- 

дьляетъ направлене про- 

гиба бруска въ каждой 

изъ главных плоскостей 

изгиба; иначе говоря 

предполагается, что при 

изгиб въ плоскости УХ 

вытягивающя  напряже- 

ня будуть въ волокнахл, со стороны лЗвой наклонной грани и стало 

быть для плоскости изгиба ИХ со стороны нижней наклонной грани, 
При изгиб® въ плоскости ЁХ, для точки т найдемъ напряжене 

[причемъ согласно условю это будетъь сжат] - 


2 
М езет, 
В 


гдё 1, моментъ инерщи площади съченя относительно оси У. 

При изгиб въ плоскости УХ въ волокнЪ соота$тствующемъ 
точкЪ в будеть также напряжене на сжат{е (волокно расположено 
0 стороны вотнутой посл изгиба части бруска), равное по величин® 
а. = Мэтта. 
1. 


Сложно напряженНе въ волокнЪ и будетъ 


2 605 а узта\. 42 
&=м( И ) 2) 


Если взять точку и съ координатами у и—2, то для такой точки 
при изгибё въ плоскости 2Х напряженя а, будутъ вытягивающия; 
сложное напряженше получимъ изъ предыдущаго выраженя, измЪняя 
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знакъ передъ л, т. е. для волокна н 


(изв а 5 605 @) 
= 59) 
"ит , =% 


При данномь расположени осей знакъ — соотвфтствуеть вытяги- 
вающимъ напряженямъ, а +- скимающимъ. Обычно положительными 
напряженями считаются вытягивающи, а отрицательными сжимающия; 
для получешя этого услошя слёдуетъ принять течеше осей Ди У 
совпадающимъ съ течемемь векторовъ № соза и ЛУ зто, 


Наиболышя напряженЯ очевидно будутъ соотв тствовать наиболь- 


В $ А 
шему эначеню у ид. т.е. у ь и. 


Въ точкахъь д и В возникнутъ наибольшя напряженя, равныя по 
величинВ [въ А растяжеше въ В сжат): 


Ме. Шуна. В _ М 28а, Мата, С 
Г оо, 77, ) 


у 


Въ этихъ формулахь ТИ, и ТУ, представляютъ моменты сопретив- 
леня площади поперечнаго сБченя относительно осей 2 и У, т, е. 


Сы. 


Принимая во внимане, что В сза +В эта = можно оконча- 
тельно выражене еще сократить такъ: 


6.М |608“ та 
Зииь 57 р ( р $ 


ДЬлая въ послФдней формулЪ « 0 или е =, придемъ къ вы- 
раженйо для нзгибаемаго въ главной плоскости бруска (10) ст, прямо- 
угольнымь сфчешемь; глава ХП, 85, (8). 


4) 


80. Общ случай изгиба, 


ИзслЪдованный выше случай чистаго изгиба — или изгиба парою, 
на практик% обыкновенно разсматривается какъ частный случай, такъ 
какъ съ одной стороны изъ статики извЪстно, что приведеше си- 
стемы силъ къ одной пар® есть частный случай, а въ общемъ—вся- 
кая система силь можетъ быть зсегда приведена къ парЪ и сил%, а 
съ другой стороны потому, что явлеше изгиба происходитъ на прак- 
тикв отъ дЪйстыя произвольно лежащих силъ въ плоскости заклю- 
чающей ось бруска. На это было уже указано въ № 77, причемъ изъ 
фиг. 132 легко уб®диться что каждая пересфкающая ось сила Р; пре- 
образовывается 1) въ пару силъ, 3) въ силу, расположенную въ раз- 
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сматриваемолгь сфченги и дЪйствующую периендикулярно къ осн бруска. 
и 3) въ силу, дЪйствующую вдоль оси бруса. Комбинаця 1 и 2, какъ 
уже указывалось строго говоря вызываеть сложную деформанно изгиба 
и сдвига; комбинаця 1 и 3 сложную деформацию изгиба съ растяже- 
немъ или сжатемъ. Однако ввиду того, что обычно въ конструк- 
Щяхъ и сооруженяхъ приходится наблюдать изгибъ бруска при ком- 
бинаци Ти 2 условно общимъ случаемъ изгиба и считають из- 
гибъ бруска силами периендикулярными къ оси. Что 
касается до комбинащи 1 и 3, то она разсмотрёна отдБлЬьНо въ 
тлавё Х\1. 

Пусть на фиг. 145. АВ представляеть горизонтальный брусъ опи- 
рающийся концами на опоры и несуниИ на себЪ нагрузку въ вид с0- 
средоточенныхь силъ Г, Р, ит. д. Ги В представляють верти- 
кальныя реакщи, которыя найдутся изъ общихъ условМ равновЪся 
силъ (въ данномъ случа) на плоскости. Брусокъ подъ вмянемъ силъ 
Р прогнется и такимъ образомъ разсматриваемый случай именно и 
представить собою изгибъ бруса сипами перпендикулярными къ оси. 
Прилагая въ произвольномъ сёченм, взятомъ въ разстояни х отъ 
лЪвой опоры по дв противоположныя силы, изъ которыхъ каждая 
равна одной изъ силъ, лежащихь вяфво отъ сфчемя, получимъ силы 
условно на фиг. 145 начерченныя 
одна рядомъ съ другою поди 2 
сЪченя, т.е. силы Р.Р, и -!--- 524 | у 
одинъ разъ перечеркнутыя, а #] 
другой разъ свободная отъ чер- 
точекъ. 06% силы Р, перечерк- 
нутыя одвимъ штрихомъ даютъ # 
пару силь съ плечомъ ха, 
равнымъ разстоянно силы за- . 
даннаго груза Р, отъ сФченя, + —ч 
Равнымь образомъ силы Р, Фиг. 145. 
перечеркнутыя двумя штрихами 
даютъ пару съ плечомъ х—и„. Наконенъ силы 4, неречеркнутыя тремя 
штрихами даютъ нару съ плечомь 2, Вс эти пары могутъ быть 
сложены въ одну, которая и произведетъ изгибъ бруска. Моментъ 
этой пары, какъ видно, равенъ сумм моментовъ всёхъ силъ влЪво 
оть СВченя отнасительно центра тяжести с®ченя; такой моментъ 
называется изтибающимъ моментом. Такимъ образомъ все 
что выше относилось къ моменту изгибающей пары— впредь должно 
быть замънено поняпемъ объ изгибающемь моментЪ. Для представлен- 
наго на фиг. 145 случая изгибающимъ моментомъ стало быть будетъ 


М = Аг —Р, (ва) --Р, (#—а,). 
С. Бобровсюй, 12 
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Способы опредфленя изгибающихь моментовъ составляютъ строго 
говоря предметь статики сооружен; главнъйшя же по этому по- 
воду данныя указаны въ глав ХИИ. 

Остается теперь обратиться къ силамь Р, Р, и А, оставшимся 
на фиг. 145 не перечеркнутымъ. Силы эти приложены въ сфченм пер- 
пендикулярно къ оси бруска и стало быть, какъ уже сказано выше, 
вызываютъ въ брускЪ деформацио сдвига. Итакъ общ случай изгиба 
сопровождается всегда деформащею сдвига и скалываня. Подробное 
изслфдоваше скалывающихь и ср$Вывающихь напряженй должно 
быть произведено особо. Зд%сь замфтимъ лишь, что сила, приложен- 
ная въ съчеши перпендикулярно къ оси бруска называется поие- 
речною или перер зывающею силою и равна суммЪ (алге- 
браической) всъхъ силъ, дБйствующихъ по одну сторону сБченй. Для 
взятаго случая выражене для поперечной силы будеттъ; 

9=А-В-Р, 

Какъ видно изъ всего изложеннаго, въ общемъ случаф изгиба 
бруска (силами перпендикулярными къ оси), изсибающий моментъ есть 
перемфнная величина. Перемфщая сфчеше, мы тотчасъ измфняемъ 
плечо каждой пары, происходящей отъ перенесения силъ, причемъ 
очевидно изнфнеше момента паръ, или изтибающаго момента, про- 
исходить непрерывно. Что касается до количества ©, то вообще го- 
воря оно можеть измёняться и непрерывно и скачками, на что бу- 
детъ указано при расчетв балокъ. Теперь же установимъ лишь связь 
между обоими количествами ЛГ и ©. 

Перембстимъ сЪчеше на безконечно малую величину 4х. Если 
надъ сбчещемь не было сосредоточенной силы, то такое перемфще- 
не не вызоветь измвненя поперечной силы, т. е. суммы силъ по 
одну сторону сзченя напр. вя5во отъ с5ченя; величина ке изгибаю- 
щаго момента измнится, такъ какъ пяечо каждой силы при исчис- 
лени изгибающаго момента получить приращене 42. Приращене 
изгибающаго момента для разобраннаго на фиг, 145 случая будетъ 
очевидно равно: 

@М = 44 — Раз — Р.А — Р, -- В) = О, 
откуда непосредственно имфемъ 


т. в, поперечная сила равна производной отъ момента 
по абсцисс$ х. Это есть теорема Шведлера. 


81. Касательныя напряженя при изгиб». 


Поперечная сила уравновЪшивается касательными силами упру- 
гости, расположенными въ сёчеши. Выше въ № 65 было доказано, что 
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касательныя напряженя на грани элементарнаго параллепипеда со- 
провождаются касательными напряженями на смежной взаимно пер- 
пендикулярной грани. Такимъ образомъ (фиг, 146) касательное напря- 
жене ‹ въ точкЪ м сЪчены ай 

сопровождается касательнымъ 

напряжешемъ т, направлен- 

чымъ вдоль оси изгибаемаго 

бруса, такъ наз. разслаи- 

вающимъ напряжешезь. 

Для обнаружешя закона ь 
распредфленя напряжени = Фиг. 146. 
по сЪченю очевидно безраз- 
лично изслЗловать ли перерёзывающя напряженя въ сёчени, или 
разслаивающя. Послфдя же легко вывести изъ усломя равновёия 
отдфленной продольнымъ сфчещемъ части бруска между двумя смеж- 
ными пеперечными сфченями, 

Пусть на фиг. 147 преставлена часть изгибаемаго бруса. Двумя 
смежными с5чешями тя и ти, и продольнымъ сфчешемъ о выдЪ- 
ленъ элементъ. Кь элементу этому приложены нормальныя вытяги- 
вающ напряженя распредбленныя въ граняхъ сп и Фь какъ уже 
изв®стно по линейному закону. Кром того въ ТЪхЪ же граняхъ, а 
также въ грани 4 приложены касательныя напряжен!я; напряженя 
зъ нижней грани ит, отсутствуютъ, такъ какъ никаких внфшнихт 
силъ на этомъ протяжени къ бруску не приложено. 


в Е 


Фиг. 147. 


Нормальныя напряженя получим» по выведеннымь выше выраже- 
ямъ. Такъ въ сфчеши сн, въ безконечно узкой полоск% толщиною 
„42 и шириною $, будутъ дВйствовать сила 
Ме 


Т 


обо = Ва, 


780 КАСАТЕЛЬНЫЯ НАПРЯЖЕНЯ ПРИ ИЗГИВЪ, 


на всю же площадь сн выдфленнаго элемента— сила 


Забсь № есть статическ моментъ площади си выдфленнаго сфче- 
немъ элемента относительно нейтральной оси. 

Нормальная сила, действующая на грани @н, будетъ отличаться 
отъ только что найденной на дифференшальную величину, т. е. на 
грань (и, будетъь дЪйствовать сила 


Прежде деффиренцированя второго члена, примфтимъ, что коли- 
1 й 
чество $ даетъ ‘+ ДБ Е конечная линейная зеличина; въ такомь случаъ 
245 в & 
а --} = ам: М. 
( Я г 
Вторымъ членомъ, какъ величиною второго порядка малости, 
можно пренебречь. 
Условя равнавз ся суммы проекщи силъ на ось бруска напишется 
такъ; 
—Х--(Х + ах) — ва =0, 
Подставляя найденныя количества, произведя сокращеня, получимъ 


з6аз = а! 5 › 


я аи р 
откуда, припоминая что т = ©, т, е. поперечной силЗ въ данномъ, 


.=® (15) 


Для изслфдоваНя по какому закону < распредфляется по сЪчентю, 
составимъ выраженя для т для ньсколькихъ сВченй. 
Для площади прямоугольника (см. гл. ХИ № 86) 
и, 
2; 


1 1 1 1 
5=) аа 


Подставляя въ выражеше для т, 


1 


42), 


ИЕ 
== 9—5; (16) 


Отсюда видно, что ср®зывающее и разслаивающее напряжене 
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распредфлено по высотЪ прямоугольнаго сфъченя по закону параболы. 
Наибольшее значеше < пробрфтеть при : равномъ нулю, причемь 


_ 30 _30 


И (7 


т. е. оно въ полтора раза больше нежели равномфрно распредфленное 
по всему сЪченйо. На фиг. 149 изображена даграмма напряженй з, это 
парабола со стрФлкою, въ нейтральномъ слоф равною 8 8. 

Для сЪченя въ которомъ В увеличивается 
съ уменьшешемъ д, напряжеше х будетъ из- 
мБняться въ зависимости отъ отношенйя вели- 
чины отношеня 5. Напримфръ для круглаго 
сплошного сЪчения изгибаемаго бруса при ра- 
дусь равномь 


у=кат а =70054; @2 тур а Ча; 


4о = 2у (— 43) = 2%? зав а Ча; 


54 == 278 5(т? а сз а (а. 


218 зан? а воза (ах = 


или 
Такъ какъ 
= 2 т ф = 2 
и 
и 
Т=-ф, 
то 
05 4.9.2959 _4 9 В 8 
ЗН зан 3 а" 2) (8) 


Стало быть и при круговомъ сёчени напряжеше т также возра- 
стаетъ къ нейтральной оси по параболическому закону, причемъ въ 


нейтральномъ слов оно прюбрЪтаетъ значене 
аа ©. (19) 


т.е, въ 11/, раза болфе, нежели было бы при равномфрномъ распре- 
двлени напряженя по всему сёченно, 
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Формулою (15) для касательныхь напряжен!й пользуются также и 
для сфченй, обводъ которыхъ ограниченъ ломаною лищею, или при из- 
мфиени ширины 2 скачками, какъ напр. въ такъ наз. двутавровомть 
съчени фиг. 151. Въ дЪйствительности это не больше какъ допу- 
щене, такь какъ истинныя напряженя очевидно не могуть на про- 
тижени сёчешя измЪняться скачками. 

СтатическЙ моментъ дяя полки будетъ 


фу Ъ р 
= е . (+= ( 


Слфдовательно для 
касательнагоа  напря- 
женя на протяжени 
полокъ имвемъ 


0? 
в: . 

8 
эта напряжене выра- 
жается параболою 
чеке, со стрфлкою 


А 
фиг, 151. *— -зт. 


Изъ этой параболы дая даграммы напряжен сл$дуетъ взять лишь 
участки ае и в. опредбляющия касательныя напряженя въ полкахъ. 
Дия получешя напряженя < въ предфлахъ ребра составимъ выражеше 
для статическаго момента полки съ прибавлещемь заштрихованной на 
фиг. 151 части ребра. Согласно выведенному выше это будетъ 


стало быть 


ВН. 


первый членъ правой части равенства есть ничто иное какъ 


Первый членъ правой части изображается на чертежВ ординатою 
Ч, т. в. отрёэкомъ 4, увеличеннымь въ отношени Вид. Второй 
членъ изображается параболою и, Это есть ничто иное, какъ пара- 
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боли сфи, отнесенная вираво на ординату 4. ДЬйствительно обЪ пара- 
болы имфоть общ параметрь — 


(козффищенть при перемфн- 
ной т, если опредфлить изу, уравненя =). 

Въ заключене разсмотрня касательныхъ напряжеёи т, обратимъ 
внимаше на ван ихъ на деформацио сбченй, каковыя при от- 
сутстви  касатель- 
ныхъ напряженй — 
именно причистомъ 
изгиб — остаются 
плоскими, 

Прежде — всего 
ризсмотримь — из- 
гибъ (отъ попереч- 
ныхЪ силъ но не Фиг. 152. 
отъ пары) брусьевъ 
наложенныхъь одинь на другой. На фиг. 152 показан, такой случай 
изгиба. При этомъ каждый изъ брусьевъ изгибаются самостоятельно; 
удлиняющяся волокна нижней грани верхняго бруса испытываютъ 
противодЪистве въ видЪ трея отъ укороченя волоконъ верхней 
трани нижняго бруса. Противо- 
дЪйстмя отъ нижняго бруска 
изображены въ видЪ стрфлокъ 
на верхнем брускЪ, а противо- 
дъйствя отъ верхняго бруса изо- 
бражены на нижнемъ брускЪ. 
Для  сопротивлемя взаимному Фиг. 158. 
скольжению брусъевъ и въ тоже 
время для того, чтобы оба бруска работали какъ одинъ ихъ сцфпляютъ 
шоонками или болтами, сопротивляющимися срЪзывано. 

Работа такихъ шлонокъ ясно видна изъ фиг. 153. 

Теперь обратимся собственно къ деформащи самихъ сФченй при 
изгиб%, въ присутстви касательныхъ напряженй. Выше въ № 63 уже 
было указано, что присутсте касательныхъ напряженй влечеть за 
собою перекашиван граней элементарнаго прямоугольнаго паралле- 
лепипеда, или иначе говоря, —скольжен!е продольныхъ волоконъ одно по 
другому. Такъ какь касательныя напряженя по высотЪ сЪченя из- 
мъняютъ свою величину, то очевидно и скольжеше волоконъ будегь 
различно. Ясно, что поперечное с5чене при этомъ, при ловорачивани 
относительно смежнаго-—-уже не можетъ оставаться плоскимъ и при- 
нимаеть форму цилиндрической поверхности. При этомъ очевидно, что 
наибольшее искривлеше сфченй соотв®тствуеть точкамъ од нейтраль- 
наго слоя, а на верхней и нижней граняхъ уголь между касательной 
къ сЪченю и поверхностью бруса остается прямой. Что касается удли- 


и 
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немя волокон, то таковыя остаются, такими же какъ при отсул 
стаи касательныхь напряженй. 
Такимъ образомъ на фиг. 154 
отрёзокь ед = И. Послвщнее 
ясно изъ того, что удлиненя 
волоконъ вызываются лишь нор- 
мальными напряженями. 


82. Косыя напряженя при 
изгибЪ. 


Фиг, 154. Выше вполнф выяснены нор- 

мальныя и касательныя напряже- 

ня, дВИствующя въ сЪченяхъ поперечныхъ къ оси и продольныхъ, па- 
раллельныхъ нейтральному слою. Подобно таму какъ при изслфдованм 
деформащи растяженя или сжат!я, теперь изслФлуемъ каковы будутъ 
напряжения въ сВчешяхъ проведенныхъь подъ произаольнымъ угломъ 
къ оси бруска. Опытъ показываетъ, что въ нёкоторыхъ случаяхъ при 
разрушени изгибаемыхъ балокъ появляются наклонныя къ оси бруса 
трещины. Такимъ образомъ вопросъ сводится къ отысканйо напра- 
влешя площадокъ, которымъ соотв®тствуютъ наибольшя напряжешя. 
Пусть въ фиг. 155 изображена часть изгибаемаго бруса. Оси коорди- 
натъ расположены какъ это дф- 
лалось и выше, т. е. ось Х совпа- 
даетъ съ осью бруска, ось У с0- 
впадаетъ съ нейтральною осью и ось 
# имъ перпендикулярна и лежитъ 
въ плоскости сЪченя, Лия жь 
есть слЪдь плоскости составляю- 
щей уголь $ съ осью Х. При точк® 
а вырЪзаемъ гранями «с и се эле- 
ментарную призмочку длиною рав- 
Фиг, 155. чою ширинф бруса, причем ско- 

щенная грань ае совпадаетъ съ про- 

веденною выше плоскостью зан. Для полной опредёленности въ зна- 
кахъ--примемь еще, что брусъ изгибается моментомъ 11, имвющимь 
вращене указанное на той же фигурЪ. Для. ясности выдЪленный эле- 
ментъ изображент, отдЪльно на фиг. 156 со всЪми. приложенными къ 
нему силами. Течене этихъ силъ соотвЪтствуетъ вытянутому эле- 
менту въ ЛЁвОй части изгибаемаго бруса, т, е. примнительно тому 
какъ производилось все время выше изслФдован!е изгиба, Напряжешя 
ти а уже намъ извъстны, причемъ выяснено также, что на трани ее 
будуть дИиствовать, какъ нормальныя такъ и касательныя напряже- 


2 
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ня, а на грани е лишь касательныя напряженя (см. № 77 и 81), Зная 
эти напряжены, очевидно можно 
найти два неизвЪстныхт› наиряжен!я 4 


въ наклонной грани ев нормальное © 5’ ва 
и касательное т’ изъ условия рав- ва д 
новЪся всей призмы. Пусть пло- ы / 
щаль наклонной грани (а, тогда ило- Ка р 


, , Та 
щадь грани ес будетъ 4, — зв @в . $ 
и площадь грани ав составитъ с у с 
49, — в0% ф 4, При этомь на грани о, 

будутъ дЪйствовать силы надпи- Фиг. 156. 

санная на чертежф. Для опредЪ- . 

лешя двухъ неизвЪстныхь 5’и = имЪфемь два усломя равнов®ая 
силь на каждое изъ двухъ взаимно перпендикулярныхъ направлен. 
Проще всего составить суммы проекщй на направлене искомыхъ на- 
пряженй <’и <". Имвемъ 


3 Ио — ай, 9% 190, 6054 29%, 
, 57 ф й Ф . 


т = 0; (20) 
т 4% — са, с5ф — 10, за ф — 40, 65$ = 0. (21) 


По замфнБ 4, и 4, ихъ значенями въ @® и сокращены на по- 
сл®днюю величину, получимъ 


67 — он? ф += 255 ф 60$ 9 


Я озйЕф 605 ф + 36057 ф — т5й 


+. 
Для дальнЪйшаго удобнфе выразить значеня с’ и т’ въ зависимости 
отъ двойного угла т. е. ввести соотношеня 


1 . 1 -+ 205 2 
эт? = 0 т; 
тогда для з'и з' найдемъ выраженя 
при 08 2ф = тат 2%; (22) 
2 2 у 
1 ; 
Яр 9924 -- 1005 24. (23) 


Очевидно особый интересъ представляетъ отыскане наибольшихъ 
значёнй с’ и т', измфняющихся какъ видно изъ только что написан- 
ныхъ выражен для произвольной точки бруса. вм5ст$ съ измвненемъ 
наклона площадки ае, т. е. угла ф, 

Для тах о' производная {22) должна равняться нулю, 


е. 


== мн 2ф -+ 21 005 2$ (24) 


(а 
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откуда 
(25) 


ти6 и любое положительное или отрицательшюе цфлое число. При наи- 
менынель значенм п = 1 получимъ для угла Ф два значеня, отли- 
чающися на 90°. Одно изъ этихъ значенй соотнфтствуетъ тахйпит`у 
', другое инпититгу, что видно изъ второй производной 
46 
№ 
которая мфняеть свой знакъ при измъиени угла ф на 90°, Замътимъ, 
что выражене (24) представляеть собою удвоенное выражене (23), 
а отсюда слёдуеть, что услоше для наибольшаго или наименьшаго 
значеня нормальнаго напряженя с’ есть вмёсть съ твмь услове, что 
на грани, для которой имфютъ м%®сто 
ъ 2 значеня о’, касательное напряженйя =’ 
обращаются въ нуль. Так1я напряже я 
=_= называются главными. 
2 . Ва Такимъ образомъ если въ любой 
{ лу б" 3 точк$ бруса вообразить себ элемен- 
фиг. 157, тарный параллелепинедъ, грани кото- 
раго составляютгь съ осью бруса 
уголь удовлетворяющей уравненю (25), то на граняхъ этого па- 
раллелепипеда будуть дБИствовать лишь нормальныя напряжены, 
причемъ какъ узидимъ ниже одни изъ нихъ будуть вытягивающи, а 
друмя—сжимающия. 
Опредфлимъ теперь величины этихъ главныхъ напряжений с". Поль- 
зуясь тригонометрическою зависимостью и уравненемъ (25) найдемт: 


— 25 805 26 — 4552$, 


. 12$ 
5112 == .. 
ы ИТ 95 
(25) 
1 
608 28 = = — 
УТ 


Подставляя эти значеня въ выражене (22) для э', найдемъ для 
верхняго знака наибольшее, а для нижняго--отрицательное значене 


тах о’ = То - 
2 4 
тра 2 2 


Итакъ главныя напряжен!я могутъ, вообще говоря, быть 
больше нормальныхъь напряженй, опредфленныхъ по выражению (6), 


| = 
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Наибольшее значен!е тах 5’ очевидно всегда пало- 
жительно (при принятыхъ выше условяхь) и соотв тствуетъ 
растяжен} ю, а наименьшее значенуе пу 5’ очевидно 
всегда отрицательно и соотв тствуетъ сжимающимъ 
напряжен!ямъ. Такимь образомъ течеше напряженй должно <о- 
отвЪтствовать фиг. 157. 

Теперь найдемъ наибольшее и наименьшее значене для <’. Диф- 
ференцируя ур. (23) и приравнивая первую производную нулю, найдем 

«Е 
ИЕ 


= 365+ = ув 2ф = 


отсюда 


02$ = 


2 


денное значене тангенса, соотвЪгствуеть отрицательному значению 
котангенса угла (25). Это возможно лишь тогда, когла направлен!я 
опредёляемыя угломъ 2ф изъ выраже- 

ня (25) и угломь 2$ изъ (27) 

взаимно перпендикулярны, а соотв®т- н= 
ственные углы ф составляютъ углы 
въ 45°, Изъ этого слёдуетъ, что на- 
правления плошадокъ съ тах т и тт" 
составляют углы въ 45° съ площад- 
ками для которыхъ имфютъ мЪсто 
главныя напряженя тах о’ и пил =. 
Впрочемь  посл®дняго  изслфдованя 
можно было бы и не производить, 
а достаточно было бы вспомнить 


опредёлеше тах при растяженм Фиг. 158. 
или сжатри, такъ какъ параллелени- 
педъ фиг. 157 подвергается одновременно деформащши сжатя и растя- 
жен. 
Для опредвленя величины т’ тах и тт имбемъ; 


{29} 


(30) 
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Сяфдовательно величина наибольшихъ (наименьшихь} ка- 
сательныхъ напряжен!й равна полуразности глав- 
ныхъ напряжен!й. Уравнене (30) подтверждаетъ, что на смеж- 
ныхъ взаимно перпендикулярныхь граняхъ касательныя напряженя 
одинаковы. Что касается знака ---; то онъ соотвЪтствуеть лишь со- 
вершенно произвольному условию считать въ одну сторону касатель- 
НЫыЯ напряженя положительными, а въ другую отрицательными; ниже 
выяснимъ, что противорёщя въ смысл взаимности касательныхъ на- 
пряженй эдЪсь не имфется. 

Для лучшаго уяснемя направиеня и знаковь косыкъ напряжешй изсль- 
дуенъ направиеше какого либо одного косого напряжещя напр. наибольшаго 
растягивающаго напряженя с’. Для тах 9" 


Для опредблемя 2% по 
этимъ формуламъ выпишемт 
основныя формулы изгиба 
для ит 


в=-; 
Предасложимъ что изсл%- 
дуемъь лфвую часть бруса, 
т. в. какъ и вышё-при № по- 
ложительномъ. Возьмемь точ- 
куна крайнемъ (нижнем) вы- 
тянутомъ волокн®. Для него 


мах == 99 т 9; 0922 =—1. 


Слёдовательно 2% =180? и ® = 907, т. е, для нижняго (вытянутаго} волокна 
площадка съ наибольшимъ косымъ напряженемъ перпендикулярна къ оси бруса, 
т. в. главное капряжеме с’=с параллельно оси, 

Для площадки взятой на нейтральной осн найдемт: 


0; 


# 3=0; чатах; 


поэтому 


зв 20=-—1; 632250, 
стало быть 20270; ф =: 185° и сифдовательно растятивающее напряжене 
составляеть уголь въ 45° съ осью бруска, 
Для крайняго верхняго волокна. 


р: 


лезь 


при этомъ 
20290; в 25 = 
чему соотвфтствуетъ 
20 =360 и 2=18. 
При этихъ услошяхь наибольшее растягивающее напряженще 2’ перленди- 
кулярно къ оси бруса. 
При промежуточныхь значеняхь # между 2 =0 и за; и 2 = — в; на- 
клонеше напряжены с’ иъ оси бруска будеть изыфняться въ предфлахъ отъ 0 
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хо 90°. Если пзять в, каком-либо поперечномь сфчены тодку м; опредфлить 
главное напрящеше 5’, прочертить его ниирявлеще до пересфченм нъ точкв ви; 
со смежнымь поперечнымь 
сБченеиъ; для этой точки 
вновь найти 5’ и прочертить 
его до пересфчены въ точ- 
кВ ин со слбдующимъ смыж- 
нымт, сбчешемь, то полу- 
чимъ рядъ точекь, лежа 
щихъ въ предвлВ на крив. 
называемой траекторей 
главнаго растягиваю- Фиг. 160. 
щаго напряжен(я с. По- 
добное скс изелФдованю приведеть къ построено траектоди нанбольшаго 
сжимающаго напряженя указанной на фиг, 160). 

Теперь обратимся къ построению аналогичным обризомъ траекторий для 
косых, касательныхъ напряжений т. 

ИмБемь 


зилх, 6" 


При 
поэтому 


Фиг. 161. 
При 
поэтом . 
"ОМУ зрор 0; нд Е; 25: 360? иди 180° и р==180 иди 90°. 
При 
2=—0; «0; +=0, 
поэтому 


326 =—1; 608 

По этимъ даннымъ построены траектоми косыхь касательныхь напряжений 
на фиг. 161, 

Изъ всего изложеннаго сл®дуетъ, что. если въ произвольномъ мЪст® изги- 
баемаго бруса выр%зать призмочку, у Которой длина равна ширинЪ бруса, 
а грани перпендикулярны каждому изъ главныхь напряженй, то въ центр 
сЪченя этой призмы пересвкутся даб траекторм главныхъ напряженй 5’ подъ 
прямымъ угломь и двЪ траекторм касательныхь косыхъ ср7азывающихь наиболь- 
шихъ и наимемьшихь напряженмй касательныя, съ которымъ совпадуть съ да 
гоналями сфчешя основаня призмы, См, фиг. 161 Ы8. 


ГЛАВА ХИ. 


Моменты инерши сВчен Я. 


83. Моменты инерщи для параллельныхь осей. 


Выше уже указано, что моментомъ инерши площади называется 
прелълъ суммы произведешй элементарныхъ площадок» на квадратъ 
разстоямя ихъ до нЪкоторой оси. Именно 


/ 2145. 


Остановимся подробнфе на этомъ чисто геометрическомъ понятёи. 
Выведемъ зависимость между моментами инерши для различныхъ 
осей. Сначала для осей между собою параллельныхъ, а зат®мъ для 
осей прозеденныхь черезъ центръ тяжести сёченя лодъ различными 
углами. На фиг. 162 ось # параллельна 
оси, проходящей черезъ центръ тя- 
жести О площади в; разстоян!е между 
осями е, Возьмемъ произвольный эле- 
ментъь @щ, лежаш въ разстояни у 
отъ оси, проходящей череёзь центръ 
Фиг. 162. тяжести. Разстояще этого элемента 

оть оси Й составить уе а мо- 

ментъ инерщи элемента Им относительно оси Ц буцеть (у в}* вв. 
Для получены момента инерщи всей площади надо интегрировать это 
выражене по всей ллощади, т. е. въ предлахъ отъ 0 до ®. Такимъ 


образомъ 
= ‘“ —- 2? а®-= } уаю к 2е {удо-ые } ав, 
и ош ирньч 


Въ этомъ выражени первый членъ есть, согласно вышеизложен- 
чому моменть инерщи площади относительно оси, проходящей черезъ 
центръ тяжести поперечнаго сфченя, назовемъ его черезь Г; второй 
интегралъ есть статическй моментъ площади, и какъ паказано выше 
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если онф взятъ относительно оси, проходящей черезтъ центръ тяжести, 
то обращается въ нуль (00); наконец, трет членъ есть произведен 
величины всей площади на квадрату, разстояшя между взятыми осями. 
Такимъ образом 
Т ==1-- е%, (1, 
т. е. моментъ инерции относительно произвольной оси ра- 
венъ моменту инерции относительно оси, проходящей черезъ 
центръ тяжести сЪчен!я и параллельной данной, сложенному 
съ произведен емъ величины площади на квадратъ разстоя- 
ня между осями. 
Эта теорема служить для нахождения моментовъ инерции слож- 
ныхЪ фигуръ. 


84. Моменты инерщи для пересВкающихся осей, 


Теперь сравнимъ между собою моменты пнерши для осей прохо- 
дящихъ черезъ центръ тяжести и различно направленныхъ. 

На фиг. 163 проведемъ прямоугольныя координатныя оси Уи Я 
и еще ось Л подъ произвольнымъ угломъ а къ оси У. Координаты 
элемента 4» относительно осей ий 
пусть будуть унёа для оси и 
ей перпендикулярной В координаты 
будуть шик 

Выражая и и г въ зависимости 
отъ уи 2 напишемь 


и = усояя -- 28718; 


и ева — узва, 


Моментъ инерщи относительно 
оси А выразится такт: Фиг. 163. 


/ оао 


й 


1 (2 08“ — узт а}; а. 
8 


Возвьишая въ квадрать и раскрывая скобки: 


- „ 


605? а ево 502 а / аи — Зятъа 609 я = ао. 
$ ё 8 


ё 


Первый и второй интегралы правой части равенства представляютт 
моменты инерши относительно осей У и 2, а нослфдыйЙ интеграль— 
центробъжный моментъ инершщи относительно тёхъ же осей; такимъ 
образомъ зависимость между моментами инерщи можеть быть напи- 
сана такъ: 


= Гоа [бра — 1,9, {2) 


192 МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ДЛЯ ПЕРЕСФКАЮЩИХСЯ ОСЕЙ. 


Составим выражене центробЪъжнаго момента инерщи относительно 
осей „Ги В; согласно опредвленйо это будетъ: 


Ди @в = Даса + 2881) (100 а — уз? а) 


у 


Послф перемноженя и замфны интегралов ихъ значенями Г, 
и Г., найлемъ 


и 24 + 7, 40524 (3) 


Помошью уравненй (2) и (3) можно получить моменты вто- 
рой степени относительно любой оси проходящей черезъ центръ тя- 
жести, если извЪстны моменты инерщи относительно какихъ-либо 
двухъ взаимно периендикулярныхь осей. Въ случав главныхъ осей 
послёднй членъ уравненя (2) обращается въ 0. 

Для этого введемъ понят о рад!ус$ инерц!и. Если раздфлить 
моменть инерши на площадь, то получится величина второго изм®- 


ренйя, т. в. 
Ра 
{4) 


5 


здёсь р называется радёусомъ инерщи даннаго сфченйя. 
Раздфлимъ уравнене (2) на в, тогда (для главныхъ осей) 


ар + в? 
ры? == (05? ар,’ + зар," 


Это есть уравнеме, опредфляющее разстояне р отъ центра до ка- 
сательной проведенной къ эллипсу подъ угломъ « къ аси абсциссъ. 
На фиг. 164 эллипсъь по- 
строен на полуосяхъ в =, 
н Ф-=р, Дия любого угла. 
а находимь соотвфтствен- 
ное значене р, какъ раз- 
стояме до касательной РТ 
параллельной оси .14 подъ 
угломъ & къ оси У. 

Такимъ образомъ, если 
имъется центральный 
эллипсь  инерщи, то 

фиг. 164. является возможнымъ найти 

ращусъ инерц!и, а помноже- 

немъ его на ® и моментъ инерши для произвольной оси, а равно этотъ 
эллипсъ показываетъ направлене осей для которыхъ моментъ инерци 
имфетъ наибольшее и наименьшее значене. Всли сЪчеще имфетъ ось 
симметруи, то этимъ опредфляется направлеше главныхъ осей, а стало 
быть по количествамь Л, и Г, и далЪе р, и р, Можно построить цен- 
тральный ‚эллипсъь инерщи. Если направлене главныхъ осей неизв#- 
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стно, то можно провести нЪсколько осей вычислить ращусы инерщи 
и по точкамъ построить касательныя къ эллиису, а затЪмъ вписать 
и самый эллинсъ. 

Обыкновенно для употребительныхь въ техник® профилей сфченй 
количества 1, 7Т,, Т,» или радусы инерщи вычислены и даются въ со- 
отвьтственныхъ сортаментахъ. Ниже указаны способы вычисленя 
моментовъ ннерщи н готовыя данныя для употребительныйшихь 
сбченйй, 88. : 

Изслфдуемь теперь для какого направлен произвольной оси „1 
моментьъ инерцйг 2, принимаетъ наибольшее значене. Для этого диф- 
ференцируемъ выражене для 4. (2) поч: 

ЧТ, . ; 
п-т 2 на 1, - ам 00а 1, — Зена 1, 


что можно представить въ видь 


— 1) #28 — 200520 1,,. 


Сравнивая это съ (3) найдемъ, что это есть ничто иное--какъ 
удвоенный центробфжный моментъ относительно осей [и В. При- 
равнивая его но правиламъ лифференц'альнаго исчислешя нулю, найдемъ 
стало быть наибольшее или наименьшее значене момента инерци 
Таковое будетъ для тВхъ осей, для которыхъ — 21, = 0, или 
1-1 


и=9=: ъ & в а 


т.е. для которыхъ центробъжный моментъ обращается въ нуль. 
Рьшене посл$дняго уравненя опредфляеть необходимый для этого 
уголь а 


сиу 2а, (5) 


(5) 


Этому условно всегда отв$чаютъ для угла между 0 и 2х каждая 
изъ нёкоторыхъ двухъ взаимно перпендикулярныхъ осей. 

Для одной изъ этихъ осей Т, пробрътаеть значене тахипот, а 
дия другой пипйпит, что можно узнать состаяляя вторую производ- 
ную Г, по е. ОбЪ найденныя изъ условй {5 и 6) оси называются глав- 
ными осями, т. е. какъ уже было зам чено зто будутъ тЪ оси, для 
которыхъ центробфжный моментъ обращается въ нуль. Въ частномъ 
случаЪ можетъ оказаться =, и одновременно Г, ==0 тогда выра- 
жене (6) становится неопредфленнымъ; изъ уравнешя (3) видно 
что тогда Т„ обращается въ нуль цля любой оси, а изъ уравнены (2) 
ясно, что тогда всз моменты инерши равны между собок; это напр. 
имфетъ мЪсто дия площади круга, 

ВСБ эти изслбдованя особенно ясны при разсмотрёни эллипса 
инерц|и. 


С. Бобровский, 


13 
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85. Вычислеше моментовъ инерщи и моментовъ сопротивленя. 


Для вычислейя моментовъ инерши простёйшихь фигуръ прихо- 
дится вычислять опредфленные интегралы. Для характерныхъ случаевъ 
получаель слфдующее. 

Моменты инерщи площади прямоугольника и параллелограмма, 
относительно оси проходящей черезъ центръ тяжести съченя и па- 
раллельной основанно получаются суммируя элементы въ видЪ узкихъ 
полосокь шириною &г и параляельныхъ основанйо, какъ на фиг, 165. 
Моментъ инерщи такой элементарной площадки относительно оси 1 
(по малости моментъ инерщи площадки относительно оси проходя- 
щей черезъ ея ц. т. какъ безконечно малая величина высшаго порядка 
малости въ предъль обращается въ 
нуль)-—-составляеть 242. =? и стало быть 


(71 


Фиг. 165. 
Моментъ сопротивлен!я получаемъ двленемь 1, на половину высоты 


(8) 


Моменть инерци тЪхъ же фигуръ относительно оси, совпадающей 
съ основащемъ можно получить подобнымь же образомъ совмфщая 
ось У съ основашемъ и интегрируя въ предфлахъ отъ 0 до д, или 
примВняя формулу для момента инерШи относительно параллельныхь 
осей. Именно 

д=1+ (,)= =% 

Моментъ инерщи площади треугольника относительно 
одной изъ осей, параллельныхъ основанно получается пользуясь пре- 
дыдущимъ спучаемъ, разсматривая треугольникъ какъ половину па- 
раллелограмма и затфиъ примфняя теорему о моментахъ инерши для 
параллельных осей, 

. На фиг. 166 ось У проведена черезъ середину высоты треуголь- 
ника и стало быть черезъ ц. т. площади параллелограмма, составляю- 
щей удвоенную площадь даннаго треугольника. Согласно предыдущаго 
для половины параллелограмма. 


а МВ 


4 3 
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Переходя къ моменту относительно оси, проходящей черезь ц. т. 
треугольника, найдем 


Въ данном случа 


1 1 1 
"= (3 — ол, 


стало быть 


Фиг. 166. 
ов бы 
= 5352 % 9) 


Моменты сопротивленя: для верхняго ребра. 


о. Щ 

ей 
для основавя ". 1 , _ де 
6" 


Моментъ инерщ!и (экватор!альный) площади круга. Этотъ 
моментъ инерщи относительно оси проходящей черезъ центръ круга 
получимъ суммируя произведемя изъ безконечно тонкихъ кольце- 
образныхь площадок на квадратъ ихъ разстояя до оси, причемъ 
получимъ полярный моментъ инерции; останется воспользоваться 
свойствомъ что полярный моментъ равенъ сумм% эквато- 
р1альныхъ*), причемъ эти экваторальные моменты одинаковы, т. е. 


1.=1 
Согласно фиг. 167 вырфзаемъ безконечно узкую площадь величи- 
ною 2тр. р, ея моментъ инерци составляетъ Эар. 46. р", стало быть 


Го" ы 
ар = 2к В о: (0) 


| 


далфе экваторальный моментъ инерци 
1 
=У 1 {11) 
‚или выражая въ даметрь 
ла 
= 55° (12) фиг. 167. 


Моментъ сопротивлены получимь дълещемъ Г, на ратусъ 

Г 

Ам . 13 
4‘ 32 из) 


*) ДВйствительно если г ссть разстояще элемента. 07% начала координат, 
причемъ координаты элемента 2 и у, то 


ии ады — / айбы = /. мм. 


и, = 
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Для практики совершенно достаточно примфнять приближенное 
легко запоминаемое выражене 
М = 0,14. (14) 


Моментъ инерШи площади эллипса получается изъ момента 
инерийг площаци круга на основан зависимости между хордами эл- 
лиса и круга около него онисаннаго и вписаннаго. Такъ на фиг. 168 
длина безконечно узкой полоски, принадлежащей эллипсу, относится 
къ соотавтственной ллинб полоски принадлежащей кругу, как а къ 2. 
Въ этомъ же отношени будуть находиться и слагаемыя подпежация 
умножению ихъ на квадраты разстояня до оси У. 

Очевидно что между моментами инер- 
щи должно быть тоже соотношене, т. в. 
для оси У. 


и 


Ти. = Тр у = 


Моментъ сопротивленя 


Для полученя момента инерщи эл- 
лиса относительно большой оси, нужно: 
сравнить моменты инерщи элементарныхъ полосокъ эллипса и круга 
знисаннаго въ эллипсь 


Фиг, 168. 


(6) 


и моменть сопротивленйя 


Для вычисленя моментовъ инерши сложныхь фигуръ, образо“ 
 ванныхь изъ простыхъ, сложную фигуру преобразовываютъ въ про- 
стЪйшы, моменты инерщи которыхъ изафстны и если нужно прим®- 
няютъ теорему о моментахь инерщи для параллельныхь осей. Преобра- 
зоваше должно вестись такъ, чтобы расчленять суммируемыя количе- 
ства на слагаемыя, не нарушая получаемыхъ произведенй. Такимъ 
образомъ возможно членеше фигуръ лиными перпендикулярными къ 
оси, относительно которой опредЪляется моменл“ь инерши, но разу- 
м$ется не параллельными этой оси: 

Такъ на фиг, 169 для опредъленя момента инерщи двутавроваго 
СЬченя относительно оси проходящей черезь ц. т. сВченя и арал- 
лельной основанво, очевидно суммироваше моментовъ инерции элемен- 
товъ высотою 42 относительно оси У не измЪнится, если вертикальное: 
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ребро расщепить вертикально пополамъ и тБмъ обратить сфчене в) 
въ с5чене коробчатое $). Моменты 
инерши послфдняго получимъ какъ 
разность моментовъ ннерщи двух 
прямоугольниковъ высотою Ин й 
и шириною соотвЪтственно В и 6. 
Итакъ 


ВИ: _ М _ 1 
== о = та ВН |, 


Подобнымь же образомъ, какъ 
разность моментовъ инерши, опре- 
дфляются моменты инерцм кольцеобразнаго сЪфченя и рр. 


86. ОпредЪлен!е моментовъ статическихъ и инерШи по Понселе. 


Статическй моментъ, т. е, количество 
5 = | =в6 (7) 


третьяго измёреня относительно лини, а потому очевидно можеть 
быть представленъ въ зид% объема. 

Дъйствительно, пусть имветъ площадь « фиг. 170. Статическимь 
объемомъ этой площади относительно оси Н называется предзль 
суммы произведей элементовъ ллощади 4 на разстояще этихъ эле- 
ментовъ до оси И. Суммироваше надо производить по всей плошади. 
Повернемъ мысленно площаль в на 90° и пусть аб представляетъ 
слЪдь этой площади на плоскость чертежа; на 
той же лини с@ будетъ слЪдъ элемента ®. Если 
на этой площадк%, проекщя которой есть с4, 
построить призму (цилиндръ) высотою 2, то 29% 
съ одной стороны представить объемъ элементар- 
наго цилиндра съ основанемъ фи», а съ другой сто- 
роны—тоже произведен представить моментъ 
элемента (4 относительно оси И. Сумма объемовъ 
такихъ  элементарныхь призмъ, или иначе 
объемъ  усфченнаго цилиндра, у котораго 
однимъ основащемъ служить данная площадь «5, 
цилиндрическою поверхностью — поверхность фиг. 170. 
охватывающая обводъ данной площади и нако- 
нецъ другимъ основамемъ плоскость, проведенная черезъ данную 
ось подъ угломъ въ 458 къ данной плоскости объемъ этого цилин- 
дра и представляеть собою статический моментъ данной площади 
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относительно взятой осм 
й а = И. (18} 


Очевидно, что ири перемфщени оси Й статически моментъ будегь 
измфняться, когда ось М пересфчеть плоскость, то объемы по одну и 
другую сторону основашя «ф будутъ разнозначны, т. е. общ объемъ 
станетъ убывать и когда ось # пройдетъ черезъ ц. т. илощади ®, то 
оба объема положительный и отрицательный станутъ равными по ве- 
личин® и статически моментъ обратится въ нуль, ибо тогда [по тео- 
ремЪ о моментахъ] 


/ зах = 


причемъ 2,—разстояне центра тяжести площади ш отъ оси #-— обра- 
тится въ 0. 
Теперь размотримъ количество 


1= у 274; 419) 


очевидно что это количество—четвертаго измреня —легко получить 
постраенемъ какъ и выше злементарныхъ цилиндровъ, причемъ объемъ 
каждаго изъ нихъ помножить еще на разстояне Е ДО 9СИ. Таким пу- 
тень #. 248 = 4, тДЪ Чо есть объемъ элементарнаго цилиндра, есть 
очевидно статическЙ моментъ элементарнаго цилиндра относительно 
оси Й, Сумма такихъ количествъ, т. е. сумма моментовъ элементар- 
ныхъ цилиндровъ равная моменту всего построеннаго объема Ги есть 
моментъ инерци 7 площади ® относительно оси И. 
Итакъ 


т Иа ‚Да = У, (20) 


тдЪ $ есть разстояше центра тяжести объема, построеннаго усЪчен- 
наго цилиндра до оси 1). 

Замътимъ что если извбстны количества Ги, то можно решить 
другую задачу: найти ц. т. объема, построеннаго извфстнымъ обра- 


зомъ, именно: 
1_и_. 
ЗЕ =Ь (21) 


Изсяздуя измфнене момента инерши при перем щени оси #, можно 
замфтить [см. выражеше (21)] что при приближени оси моментъ 
инерщи и стало быть статический моментъ построеннаго объема умень- 
шается и при прохожденм оси черезъ нентръ тяжести площади, мо- 
ментъ инерщи приметъ одно изъ наименьшихъ значенй, однако въ 
нуль не обратится, такъ какъ статическИ моментъ объема по одну и 
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другую сторону лини чб сохранить одинъ и тотъ же знакъ и условно 
можеть быть представлен парою силъ Г съ 
плечом р. Фиг. 171. 
Что моменть инерши #1 = Г ви не мо- У 
жеть быть отрицательнымь, ясно изъ того; въ 
выражени его входитъ квадрать разстояня. ра 4 
Для примбра вычислимъ указаннымь с10с0- 
бомъ моменты статическй и ннерши площади 
относительно оси, проходящей черезь нижнее У 
основан. Фиг. 171. 
На правомъ чертежв въ фиг. 172 имфемъ 
Ра съчеше объема, построеннаго указаннымъ выше способомъ 
плоскостью чертежа. Объемъ, т. е. статическ  моментъ равенъ 


5= и. 
2 
моментъ объема, й гТ. 
т. е. моментъ инерщи площади 2 
прямоугольника, относительно |й __ 18 { $ 
нижняго основан, принимая во р 61 8 


внимане, что центрь тяжести 
объема совпанаеть въ данномъ 
случа съ центромъ треугольника ЯН, будетъ 

5 2 


1=76= —` 3% 


Фиг. 172. 


87. Графическое опредЪленше момента инерщи. 


Въ № 7 было доказано, что моментъ параллельныхъ силъ отно- 
сительно оси имъ параллельной выражается при помощи веревочнаго 
многоугольника произведешемь изъ полюснаго разстоямя на отрЪ- 
зокъ ординаты, отс®каемой крайними боками соотв тстаующими дан- 
ной групп силъ на оси. 

Пусть на фиг. 173 имфемъ уже извёстное построене (7), при- 
чем требуется найти моментъ инерши относительно оси й. Въ та- 
комъ случаЪ имфемъ для моментовъ силъ Р,, Р.... 


Ну, = Ра; Ну, = Ри, ит. А. 


Для произвольной силы Р; и соотвЪтственной ординаты у; и раз- 
стояшя =; можемъ написать 
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Помножая на и для на 2 находимъ — 


Здфсь лЪвая 
часть есть пло- 
щадь  треуголь- 
ника, имВющаго 
основанемъ ор- 
динату у; И вы- 
сотою разстоя- 
не 2; напр. для 
Р, это будетъ 
площадь — тре- 
угольника — @0е, 
для силы Г, пло- 
щадь  треуголь- 
ника Ву и т.д. 
Назовемъ — пло- 


Фиг. 173. щадь  треуголь- 
ника для #— 
той силы черезъ Аз; тогда изъ предыдущаго равенство 
48, 2Н = Ри^. 


Если сила Р; пропорщюнальна, или содержитъ въ себф число еди- 
ницъ силъ, равное числу единиць опредЗленной площади ®,, то правая 
часть есть ничто иное какъ моментъ инерщи этой площади относи- 
тельно оси Ц, если только площадь в; настолько мала, что можно пре- 
небречь моментомъ инерщи самой площади, относительно оси прохо- 
дящей черезъ центръ тяжести этой площади и параллельной И. 

Для взятой системы силъь Р, Р, Р, и Р, предполагая ихъ про- 
порцюнальными площадкамъ %,, ®„, в; и в,, найдемъ 


ое? = (Аз, -- Да, -- Ая, -- 451) 2Н. 


о за? 
Но очевидно что лЪвая часть У 27 есть момент инерщи всей 


площади ® относительно оси Й. Называя У Ах, т. в. площадь много- 
угольника аслупГ черезъ 2, найцемъ; 


= №У ше? — НЕ. (22) 


Итакъ для нахожденя момента инерщи данной площади относи- 
тельно произвольной оси (лежащей въ той же плоскости) нужно раз- 
бить данную площадь на элементы; черезъ центръ тяжести ихъ про- 
вести параллельно данной оси силы, пропорцюнальныя соотв®тствен- 


Таблица 21. 


Моменты инерши и моменты сопротивленя равличныхь сВченй, 


Разстояще отъ центра | Площадь сьчены 
тяжести 


т 
Моменть инерщи | Моменть сопротивлошя 


ФОРМА СЪЧЕНИЯ. 


Зы г = 0,4565 ЗУЗиове 
3 2 
05 #=Ъ 258 
| 
я «= м 
За — ВИ ь | 
и. =^ в — вл, 
—& "- 


м Вл а 


‚Я Щл + Ваз 
рае ВЯ Ви + Вх 
58 ; | 
ифуе = 23+(—35 
о > в. = » 
ма 73 т 
р 2, 2 
&=3% 
пач о -В У ПЕ ы 
АВЕ, въ ь 
| ЯЗ 


—- | 


И» ! Ч, = 0,1908 #3 в, = 0,212 @ ; 
№ | 0,0069 44 | ^ = Фе 


0,2587 ,? в = 0,288 4 


а 


ГРАФИЧЕСК 
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нымъ элементамь; на данныхъ силахъ построить перевочный много- 
угольникъ, площадь, ограниченная построенным. вере- 
вочнымъ многоугольникомъ, его крайними боками и 
данною осью, умноженная на удвоенное полюсное 
разстоянуе и опредёлитъ величину момента инерши данной площали 
относительно взятой оси. Тамъ как» моментомъ инерщи называется 
ло существу предфль суммы произведаня 6. м. площадокъ на ква- 
дратъ разстояня ихЪ до оси, то разумфется построене будетл, тфмъ 
точнЪе, чфмъ незначительнфе буцутл, элементы, на которые разбита, 
площадь, съ тЪмъ чтобы -—какъ уже замфчено — можно было прене- 
брегать моментомъ инерц!и каждаго такого элемента относительно 
оси, проходящей черезъ сго центръ тяжести. 


88. Моменты инерщи главнёйшихъ сЪченй. 


Необходимо замЪтить что для обычно встрфчающихся на практикЪ 
сЪченй моменты инерщи и сопротивленйя вычислены заранбе. 

Для облегченя приводимъ формулы для главнёИшихъ сфченШ въ 
таблиц № 21. 


ГЛАВА 


ХИ. 


Изгибающе моменты и поперечныя силы. 


89. Общая зам 5 чан1я. 


Стержни несуще нагрузку различаются какъ по числу опоръ, такъ, 
и по устройству посл6днихъ. Такъ различаютъ стержни или балки одно- 
пролетныя, или на двухъ опорахъ, многопролетныя, или балки на 3-хъ, 
4-хъ ит. д. опорахъ; тавя балки еще называютъ неразр®зными; фиг. 175- 
Если опоры расположены не по концамъ, то балка называется консоль- 


Фиг. 175. 


ною нли со свфсами, фиг. @, в. 
По устройству опоръ балки бы- 
ваютъ: сь задфланными кон- 
цами фиг. /), съ шарнирными 
опорами фиг. 9, или наконець 
балки свободно лежашйя на 
опорахъ фиг. &), 5). 

Такъ какъ для равновЪ (я 
силъ, лежащихъ въ плоскости 
(считая что силы д®йствуюцщия 
на балку располагаются въ 
плоскости оси балки). Мы рас- 
полагаемъ тремя условными 
уравненями статики, то кон- 
струкця и число опоръ не дол- 
жны заключать болфе 3-хть не- 
изв стныхь  составляющихъ; 
въ противномъ случаф задача 
становится статически неопре- 
дЪлимой, причемъ для нахож- 
ден/я неизв®стныхъ составляю- 
цихъ реакщи необходимо со- 


ставлеще уравнен!й, заключающихт деформаию балки. Къ числу такихъ 
задачь относятся напр. балка съ задъланными концами, балки на трехъ 
и больше опорахъ и т. п. Эти случаи разсмотрфны особо, въ главЪ объ 
изслфдоваши упругой оси балки. Зд®сь же р®чь идетъ о статически опре- 
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дЪлимыхъ задачахъ. Самый общ случай будетл,---устройство одной изъ 
оноръ въ видЪ шарнира (дв неизвЪстныхт составляющих: пв оси и пер- 
пендикулярно къ оси бруса) и другой въ видь шарнира съ каткомъ 
Годна неизвьстная составляющая — перпендикулярная къ плоскости 
опоры) фиг. 176. Подобное устройство даеть возможность свободно 
прогибаться подъ вщянемъ нагрузки и восиринимать кромЪ силь пер- 
пендикулярныхъ къ оси, также и наклонныя силы. На фиг. 176 произве- 
дено графическое опредфлене реакши опорь сложешемь активныхъ 
бсилъ при помощи веревочнаго многоугольника н нахожнене реакщи изъ 
условя, что всЪ три силы извфстныя по напранленйо: реакшя опоръ - 
найденная равнодфйствующая И и реакшя опоры В должны перес’ 
каться въ одной точкз. 

Простзйций случай будеть брусъ свободно лежащий на двухъ 
отюрахъ пб концамъ, подверженный дЪйствио грузовъ. Этотъ слу- 
чай и разсмотрЪнЪ ниже болфе е 
подробно, но разумфется вс обшие 
иремы сейчасъ же могутъ быть рас- А 
пространены и на болбе сложные 
случаи. Кром этого случая, въ этой 
же глав отдЪфльно разсмотрЁны кон- 
сольныя балки и балка задфланная 
однимъ концомъ, т. е. вс случаи 
статически спредфлимыхъ за- 
дачъ. 

Стержёнь ‘свободно лежащий на 
двухъ горизонтальных опорахъ и вна- 
груженный грузами, производитъ вер- 
тикальныя давлешя на опоры, напра- 
вленныя внизъ. Такой стержень будемъ 
называть балкою. Въ тоже время 
по началу противодЪйствя, опорныя 
точки оказываютъ на балку давленя Фиг. 176. 
равныя и противоположный преды- 
дущимъ; эти давлешя называются сопротивлен!ями опоръ. 

Нагрузка можетъ состоять или изъ отдёльныхь грузовъ, какъ 
обыкновенно говорятъ-—сосредоточенныхъ грузаяъ Р, или изъ нагрузки 
непрерывно распредёленной ио части балки, или по всей ея длин. Мы 
будемъ разсматривать равном $ рно распредзленную нагрузку 
р. Само собою нагрузка сосредоточенными грузами можетъ существо- 
вать одновременно съ равномёрно распредЪленной. 

Нагрузка можетъ быть приложена къ балк непосредственно, тогда 
имЪемъ дёло съ непосредственно нагруженной балкой, 
или же нагрузка передается, тмъ или другим способомъ, всегда лишь 
опредфленнымъ точкамъ, тогда имфемь балку с* узловой на- 
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грузкой. Напримзръ, потолочная балка несетъ обыкновенно равно- 
мЪрно распредфленную нагрузку, а главныя балки въ мостЪ получаютъ 
нагрузку черезъ посредство второстеленныхъ балокъ, т. е. им®ють 
узловую нагрузку. 

Далфе, различаютъ нагрузки постоянную, дЗИствующую по- 
стояннои временную, каковая обыкновенно бывает» подвижная. 
Такъ, собственный вЪсъ балки есть нагрузка постоянная, а нагрузка. 
оть повозки подвижная; давлене на крышу сн®га—временная не- 
подвижная. 

Временную сосредоточенную нагрузку разсматриваютъ обыкно- 
венно въ видЪ системы неизифнно между собою связанныхъ подвиж- 
ныхъ грузовъ, наприм$ръ колесъ лофзда, повозки, гдЪ разстояня между 
колесами при ихъ передвижени--не измёняются. Въ дальнёйшемъ для 
краткости, такая нагрузка называется просто снстемою сосредо- 
точенны хъ грузовъ. 

Пусть имземь балку 45, на которую дЪйствуетъ грузъ Г. 
Гдь бы грузъ ни быль помбщенъ, мы съумфемь опредфлить тЪ 
соиротивленя опоръ, которыя онъ вызоветъ. Обыкновенно, разсма- 
тривая равновфсе балки считаютъ направлеше сопротивлешя опоръ 
вверхъ положительнымъ, а внизъ отрицательнымъ. Мы уже замЗтили, 
чта сопротивленя опоръ въ данномъ случаъ должны быть направлены 
вверхъ, т. е. будуть положительными. 

Для рёшешя же вопроса о внутреннихъ силахъ или напряженяхъ, 
вызываемыхъ внутри балки, постулимъ слфдующимьъ образомъ, уже 
указаннымъ во введени. Возьмемъ простзйш! случай: балку на 
двухъ опорахъ съ однимъ грузомъ. 

Проведемъ на черт. 177 вертикальное сёчеше ме въ произвольномъ 
разстоящи отъ лФвой опоры; чтобы разсматриваемая лфвая часть 

осталась въ равновфсм, необ- 

2 ходимо, чтобы сумма проекши 

`силь на каждую изъ двухъ 
прямоугольныхъ осей равниялись 
нулю. и чтобы сумма момен- 
товъ силъ относительно произ- 
Вольной точки плоскости рав- 
нялись нулю. За 0сь коорди- 
Фиг. 177. натъ возьмемъ данное сёчеше 

зи, а за начало координатъ 

центръ тяжести сфчен>я балки. Тогда *) услоыя равновЪ я статики 


даютъ: : 
Уеа= 0: 
(1) 


Мн Аз = 


*) Третье уравнеше Х==0, при дАйстви грузовъ, обращается в7, тожество 
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Сумма внъшнихъ силъ, дфиствующая напр. на лёвую часть балки н, 
въ данномъ частиомъ случа разная .|, называется поперечною 
илв перер В зывающею силою, а сумма моментовъ внфшнихъ 
силъ относительно данной точки сфченя, т.е, въ данномъ частномъ 
случаЪ, количество „12, называется изгибающимъ момен- 
томъ. 

Если бы вифво отъ сЪченя были располоыены грузы, то они 
вошли бы въ выражещя (1) н взамвнъ 4 было бы 4 — у Р, а взамфнъ 

Ре 


т 
‚, было бы 41;— М Р(;—и), гдЪ А указатель послЪдняго груза стоя- 


й 
щаго ьяфво отъ сбчешя считая отъ опоры 4 и и разстояе соот- 
вЪтственнаго груза отъ той же опоры. Подробности см. ниже 91 и 93. 

Итакъ, при принятыхъ нами ограниченяхъ, т. е. когда балка под- 
вержена дЪйствио грузовъ и свчеше проведено вертикально, 
опредбленя терминовъ: поперечная сила и изгибающ!й 
моменту будутъ таковы: 

Поперечная сила въ данномъ съчен{и равна сумм вн ш- 
нихЪъ силъ, действующих на отсвченную часть 
балки. 

Изгибающй моменть для даннаго сёченгя равенъ сумм 5 
моментовт внЪ шнихъ силъ, д Иствующихть на втс5- 
ченную часть балки, относительно произвольной 
точки плоскости сфченгя. 

Въ послёдующемь мы всегда будемъ изслёдовать равнов {е лЪвой 
части балки и обозначать изгибаюнцй моментъ черезъ 1/, а попе- 
речную силу черезъ @„ причемъ значки { указываютъ абсциссу св- 
ченя относительно лЪвой опоры. 

Для нахожденя количествь 9 и 41 необходимо знать ‘сопротив- 
леня опоръ. 


90. Опредълене сопротивлетй опоръ. 


Пусть на фиг. 178 имфемъ балку «1 В съ сосредоточенными грузами Р‚, 
Р„Р., Р,. Назовемьъ сопротивлеше лфвой опоры черезъ +1 и сопротив- 
лене правой черезь В. Для опредёленя величинъ 2 и В, вообще го- 
воря, удобне всего воспользоваться услошями равнов5я моментовъ 
силъ, такъ какъ неизвёстныхь сопротивленй опоръ двЪ, а уравненй 
моментовъ, въ которыхъ бы входили эти неизвфстныя, мы можемъ 
составить также не меньше двухъ. Если же воспользоваться усло 
виями равновё я проекцй силъ, то получимъ одно уравнеше {проек- 
Ц на вертикальную ось) съ двумя неизвфстными. Для опредленя 
сопротивленя опоры 4, беремъ суммы моментозъ всЪхъ выёшинихъ 
силь относительно опоры В. Такъ какъ балка АВ подъ вмящемъ 


206 ОПРЕДЪЛЕНИЕ СОПРОТИВЛЕНИЙ ОЛОРЪ. 


всвхъ силъь находится въ равновфсм, то эта сумма должна рав- 


НЯтЬся 0. поры Р-Р РЫН, 


или О 
- 
= У РЬ, 


Совершенно также написали-бы и вто- 


рое услозе 
4 
в = У. Ра, 
фиг, 178. т 


Если-бы имфли не 4, а *з силъ, то указатель у знака ру выЪсто 
4 былъ-бы я. Такимъ образомъ, выражен я для величины сопротивле- 
нй опоръ имъютъ видъ; 


А = 


1 
| 
гдз для краткости, значки у суммы и указатели Г у буквъ опущены, 
Поэтому имфемъ общее правило опредёленя сопротивленя опоры; 
надо взять сумму моментовъ всёхъ внфшнихъ силъ относи- 
тельно второй опоры и раздфлить ее на величину пролета. 
Возьмемъ ту же балку съ четырьмя грузами. По извстнымъ пра- 
виламъ построимъ веревочный многоугольникъ фиг. 179. Мы знаемъ, что 
если вс силы находятся въ равнов®ои, то, 
какъ многоугольникь силъ, такъ и вере- 
вочный многоугольникъ, должны быть сом- 
 кнутыми. Крайне бока веревочнаго много- 
угольника, построеннаго на силахъ Г, Р,, 
Р, и Р, пересёкаютъ силы сопротивленя 
опоръ, съ которыми и должны уравнов®ши- 
ваться. Веревочный многоугольникъ будетъ 
сомкнутымъ, если точки @ и # пересЪченя 
боков Ги \У съ направленями сопротивле- 
ний опоръ 4 и В соединить между собой. 
Получимъ замыкающй бокь, которому въ 
многоугольникз Вариньона долженъ соот- 
вЪтствовать лучъ. Проводя изъ полюса лучъ Ос \Иолучинь силы с@, се, 
которыя и будутъ сопротизвленями опоръ 4 и В. ДЪйствительно, всв 
силы, проходящй черезъ точку а, должны быть въ равновЪс!и и потому 
должны составлять сомкнутый многоугольникъ. Силы с@, 80 и Ос обра- 
зуютъ сомкнутый треугольник, потому с4 = 4 и есть сопротивлеше 
ЛЪвой опоры и течеше ея направлено вверхъ. Точно также е=В 
есть сопротивлене правой опоры, текущее тоже вверхъ, 


Ур и в=1 Ур, (2) 


фиг. 179. 
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91, Поперечныя силы при постоянной нагрузн®. 


Пусть имвемъ балку .1В, на которую дфЯствуютт» четыре сосредо- 
точенныхЪ груза фиг. 180, и положимъ. мы желаемъ узнать величину 
поперечной силы для сфченя эня. На часть 
балки львЪе съченя ти дъйствует лишь 
одна сина — сопротивлене опоры 4, текущее 
вверхъ, поэтому поперечная сила въ сфчени 
знн очевидно равна сопротнвленио лфяой опо- 
ры А и для лЪвоЙ части она положительна. 
Такъ какъ нахожден;е полеречныхъ Фиг. 188. 
силъ сводится къ опредфлен!ю 
суммы внЪшнихЪ силу, действующих ноодну сто- 
рону сфчен!я, то поперечныя силы для взятыхъ сфченй булут’ 


Свчеше ши поперечная сила (=; 
» р » » (= Р; 
5 » » 0.54 Р- 
я » > в. —В-Рр-_Р;: 
АР Р.Р, Р. 


ош » » 


В 
- 

9.=4—Уь [6 
т 


тдЪ Р, по Р, грузы, двйствующе на лАвую часть. Изъ услошя рав- 
нов я слдуетъ, что на правую часть дёйствуютъ совершенно такЯ 
же силы, но текушя въ противоположную сторону. Изъ выраженя 
для ©, видно, что для опредфленя поперечной силы надо изъ сопро- 
тивленя опоры, лежащей со стороны разсматриваемаго участка балки, 
вычесть вс грузы, расположенные между опорой и даннымъ сЪче- 
немъ. Отсюда слёдуетъ, что наибольшая (по абсолютной вели- 
чин$) поперечная сила будетъ надъ опорою. Если дать ве- 
личинамь А и Р нЪкоторое опредЪяенное значеще, то легко видЪть, 
что поперечная сила, при приближени къ середин® балки, постепенно 
уменышается и наконець становится отрицательной. ‘Такъ какъ она 
измфняется не обращаясь въ безконечность, то, очевидно, должна 
пройти черезъ значене = 

При сосредоточенной нагрузк$ поперечная сила из- 
мЕняетъ свой знакъ въ сёчен{!и, проходящемъ черезъ 
одинт изъ грузовъ. 

При графическомъь рёшенм вопроса, воспользуемся слБдующимъ 
построещемъ. Пусть имфемъ балку, на которую дЪйствуютъ сосредо- 
точенные грузы, какъ показано на черт. 181. Построимъ веревочный 
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многоугольникъ; опредфлимъ сопротивлешя опоръ. Изъ точки # про- 
водимъ линйо параллельную балкЪ „(1 и ня эту линйо проектируемь 
точки опоры 4 и В въ 
точкахь 1; и ,. Разсмо- 
тримъ силы, действующя 
на л®жвую часть балки. Л- 
вфе сБченя ми дЪйствуетъ 
лишь сопротивлеше опоры 
.1!. Эта поперечная сила 
кфиствуетъ на всемъ про- 
тяжени валоть до сЪченЯ, 
проходящаго вблизи Р,, 
лАвЪе ея. Поэтому проек- 
тируемъ вес. отрёзокъ ш 
на линно ГА, и изъ полу- 
Фиг. 181. ченной точки и, проводимъ 
линно а:е до пересфченя 
съ продолженной силой Р‚; ординаты этого участка маграммы дадутъ 
величину поперечной силы, для любого сфчешя, проведеннаго между 
опорою «1 и силою Р,. 

Въ съчени правзе силы Р, поперечная сила будеть 9,=А—Л.. 
Позтому проектируемъ конецъ силы 1, многоугольника силъ въ точ- 
ку 9 на вертикаль силы Р,. Изъ полученной точки у, проведемъ ли- 
нно 9Г до пересёченя съ вертикалью силы Л., т. к. во всЪхъ сФче- 
няхъ между силами 1’, и Р, дЪйствуетъ поперечная сила 9.=4--Р 
Въ сёченм, проходящемъ праве силы Р, дёйствуетъ уже сила @, 
—,—Г,. Ее получимъ вычтя изъ предыдущей ординаты силу Р,, 
для чего поступимъ по указанному. Поступая такимъ образомъ и 
дальше увидимъ, что подъ силою Р, поперечная сила перемёнитъ 
знакъ, и дальнзйвия ординаты станутъ отрицательными. Наконецъ 
между силой Г, и опорой № поперечная сила будеть 


‘ 
ы=а— Ур=- В 


р 


На правую же часть балки дЪйствуетъ сила — О т.е. + В. 
Величина суммы силъ въ случав равном$рно распредбленной на- 


грузки измфняется непрерывно. 
Пусть на-балку дЪйствуетъ нагрузка, какъ показано на чертеж 182. 


Для сЪченя х, “4 будеть ©, =4, (5) 


Поперечная сила въ любомъ сЪченм будеть: 


(6) 
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Это уравнеше принадлекитъ прямой лини; т.е. можно сказать 
что: поперечная сила отъ постоян- 
ной равномфрно распредбленной 
нагрузки измфряется ординатами 
прямой лин!м выраженной уравне- 
немъ (5). 

Эту прямую линйю легко постронть по 
двумъ точкамъ; 
при х = 0: 


Фиг. 182. 


при 2 


Прямая эта пересфкаетъ ось абсциссъ 
при 5 ; т.е. для середины бал- фиг 183. 
ки поперечная сила отъ по- 
стоянной равномфрно распредфленной нагрузки == 0. 

Покажемъ теперь графическое опредфлене поперечныхь силъ при 
равномфрно распредЪленной нагрузкЪ. 

Положимъ, что на балк расположена равномЪрно распредВлен- 
ная нагрузка, расположенная, какъ видно на чертежЪ:184. Сначала, 
найдемъ сопротнвленя опоръ, для чего разобьемъ площадь равно- 
м5рно-распредвленной нагрузки на произвольное число участковъ, къ 
серединамъ которыхь приложимъ грузы, равные величин соотв®т- 
ствующихь площадей и, для полученной системы сосредоточенныхъ 
грузовъ построимъ веревочный 
многоугольникъ; достаточно так- 
же построить многоугольникъ 
для одной силы, равной всей рав- 
номВрно распредфленной нагруз- 
кф и проходящей черезъ сере- 
дину грузовой площади. ЗатЪиЪ 
расположимъ чертежь, какъ ука- 
зано ‘ва фиг. 181 и проведемъ 
линно 4,В,. Разсмотримъ попе- 
речную силу, какъ и при ана“ 
литическомъ выводб въ сЪче- 
НхЪ: 2, =а, дара, но«р— В, 
и 2, >}—5. Лвзе свченя с <8 Фис. 184. 
дъйствуеть, лишь одна сила, -(. 

Ординату поперечной силы получимъ по предыдущему. Ордината. эта. 
14 


С. Бобровеки. 
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=он 


будетъ постоянна на всемъ протяжени балки отъ 2==0 до: 
опредьлить собою линио Й,С,. Теперь разсмотримъ поперечную силу 
въ, сЪчени 2,2>/-— она будетъ также постоянна на протяжени 
оть # =1-— 40 г. Величина ея будетъь д —-21—@&— 12) = 
4 —- ре; пеличина эта отрицательна и, какъ видно изъ многоуголь- 
ника сильъ, равна -- В. Для разсматриваемаго участка балки получимъ 
линио 2, р, опредъляющую ординаты полеречной силы между точками 
Ли В. Остается построить линцю поперечныхъ силЪ для участка СЛ. 
Мы видфли, что на протяжени этого участка. поперечная сила бу- 
деть ©, = 1 — р, — и), тд ж, нужно брать въ предфлахъ отъ и 
до ч-+е Ординату поперечной силы А, мы уже получили, а второй 
членъ начинаеть измнять ординаты той же линм отъ точки С; и 
вщяетъ на всемъ протяжени участка ('7), т.е. до ординаты попе- 
речной силы, опредфляемой точкою 7); а такъ какъ второй членъ 
выраженя для 4), есть уравнеме линейное, то остается построить 
прямую, начальная и конечная точки которой намъ извЪствы. По- 
этому, соединив точки С. и Л, получимъ линйо, ординаты кото- 
рой данутъь поперечныя силы на участкь СТ. Если бы пагрузка 
была распредфлена на всемъ протяжени балки, то точки Су и 0, 
перемфстились бы на вертикали „А, и ВВ; и лия поперечных» 
силь получила бы видъ уже намъ знакомый изъ предыдущаго чер- 
тёжа, Если бы имфли нагрузку смЫшанную, то пользуясь незави- 
симостью дёйствя такихъ нагрузокъ, при помощи построенй ука- 
занныхь на черт, 181 и 184 и сложивъ ординаты, полученныхь ли- 
8й поперечныхъ силъ, получили бы искомыя ихъ величины для лю- 
бого сЪченя. 


93. Поперечныя силы при временной нагрузк%. 


Въ этомъ случав при сосредоточенной нагрузкё величина поле- 
речной силы въ данномь сёчеши во все время движеня системы гру- 
зовъ измфняется. Дфйствительно, въ выраженми 


, 
9.=4— У, 


первый членъ уже не будетъ постояннымъ и изм$няется вмЪстЪ съ 
малфйшимь перемфщенемъ системы грузовъ. Въ тоже время второй 
членъ, т. е. величина суммы грузовъ, лежащихъ по одну сторону дан- 
наго сЪченя (напр, влЪво) измфнится лишь, когда одинъ изъ грузов 
перейдетъ черезъ это сёчене. Напр. на черт. 185, при передвижени 
системы грузовъ влфво, въ то время какъ величина сопротивлены л*- 
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вой опоры будеть мфняться непрерывно, величина 


во все время пока грузъ Р, не подойдеть 
къ точкЪ (* и не станетъ непосредственно 
лЬвфе ея. Отсюда сибщуетъ, что количе- 
ство 9, измфняется во все время движе- 
и системы. 

Всяк!й грузъ лежащ!й правфе 
даннаго свчен:я вызывает воло- 
жительную поперечную силу, а вся- 
кН грузъ вл%80 отъ сфчен!я дастъ отрицательную попереч- 
ную силу. 

Поэтому для полученя въ любомъ сЪчеши наибольшаго положи- 
тельнаго значещя поперечной силы. слфдуетъ устанавливать на балк® 
систему подвижныхь сосредоточенныхъ грузовъ такимъ образомъ, 
чтобы была нагружена часть балки правфе даннаго сфченя, причемъ 
первый грузъ располагаютъ надъ самим сёченемъ, СлФдуетъ зам7 
ить, что можетъ случиться, что наибольшее значеше @„„, произой- 
деть иногда и при расположени перваго груза лЬвфе даннаго сВче- 
ня, что будетъ въ том случа®, когда первый грузъ сравнительно 
малъ, а слфдующе за нимъ сравнительно велики. Таким образомъ 
можетъ быть 


= , 
ЗАРЕ -ЬЬЬУ р. 
7 = 


1 1 


Графическ! способъ для нахожаеня величины наибольшей попе- 
речной силы для различныхь сфченй балки указанъ германскимъ про- 
фессоромь ВинклеромЪъ. Онъ состоитъ въ слЗдующемъ: 

На вертикали лфвой опоры строимъ многоугольникъ силъ, для чего 
‘зеличину перваго изъ крайнихъ грузовъ, который предполагаемъ уста- 
навливать надъ сЪчешемъ откладываемъ первою вверхъ (илн внизъ), 
затёмъ послфдовательно величины остальныхт грузовъ, помфщаю- 
щихся на балкв. Полюсъ выбирается въ точк® противоположной опоры; 
проведя лучи, затёмь строятъ веревочный многоугольникъ № И, Ш, 
ТУ, Уи У! на грузахъ, причемьъ первый грузъ Р, располагается надъ 
опорой В, а остальные посл®довательно влфво, такъ что система гру- 
зовъ является повернутой вокругь вертикальной оси на 180° отъ 
своего невыгодн®Ишаго положеня. Первый бокъ веревочнаго много. 
угольника сольется съ лишей балки. Ординаты, ограниченные 
съ одной стороны боками веревочнаго многоугольника, 
а съ другой линею балки, дадутъ по величин® наи большЕяЯ 
положительныя значен!я поперечныхь силъ въ соотв®т- 

14% 
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ствующихь сёченяхъ. Гакъ, для сБчены въ разстоямм х отъ л®юй 
опоры 


из 9, = у 


Это легко доказать; дЪйствительно, 
выемъ: 
д-ра -+ В, > РА, -- Ру 


но ио построен имфемъ 


5, =: В =0н бы и Ис 


стало быть: 


Фиг. 186. 41 = Ра, + Ре, + Ру, + Ри. 


Вторая часть есть сумма моментовъ параллельныхь силъ относи. 
тельно проведеннаго сфченя. Согласно извЪстной теорем графиче- 
ской статики {!. 7) эта сумма моментовъ равна произведеню изъ 
полюснаго разстояНя на ординату, отсфкаемую соотвЪтственными 
боками веревочнаго многоугольника, построеннаго на силахъ. Въ дан- 
номъ случа полюсное разстояше есть 1, поэтому: 


ЗЕ = А 
т. 6 
тах @, =у=А. . {7) 
Веревочный многоугольникъ 1, П, Ш, М, У, УТ, построенный ука- 


заннымъ способомъ, называется многоугольникомъ опорныхъ 
сопротивлен!й. 

Загрузимъь равном®рно распредфленною нагрузкой всю правую 
часть балки, тогда выражеше (5} приметъ значене: 


(8) 


нае 0, = А = 


Случай этотъ имъетъ мЪсто при расчетЪ мостовъ, когда лодвиж- 
ная нагрузка можеть занимать часть пролета. Изъ послФдней фор- 
мулы видно, что величина наибольшей поперечной силы 
отъ равном 5 рно-распредЪ ленной подвижной нагрузки, 
подвигающейся отъ одной опоры къ другой, изм%- 
няется по закону параболы, т, е. наибольшая поперечная 
сила измфряется ординатой лараболы, выраженной уравненемъ {8). 
Вершина этой параболы на опорё В, ибо при х иметь © == 0. 
Наибольшая ордината этой параболы будет при 2 = 0. 


од 
тах 4 = А =. 


ПОПЕРЕЧНЫЯ СИЛЫ ПОРН ВРЕМЕННОЙ НАГРУЗКЗ. 213 

Точки этой параболы могуть быть опредълены такъ. Найдемъ 
величину мах (/„ т. е. когда подвижная нагрузка занимаеть протя- 
жене балки отъ В до Г, черт. 187. Отложимъ 4,6 = 27 „проведет 
СВ,. Изъ точки Е пересёченя СВ, съ вертикалью точкн Р? прове- 


ведемъ &Е|| 1, 1.. Точку Ёсоеди- 
нимъ съ /4; тогда въ пересъчени зав. 
съ вертикалью точки С’ полу- ЕС 
чимъ ординату искомой параболы 
@р,=9.. Дъйствительно, изъ по- &; 2 
: нах 
добя треугольниковь А РАВ, А. > 
и АБВ, имфемы: вс } 
#2] Е 
р:6 БЕ | 
Е | 
но ы Е "Я, 
А.Е, Фиг. 187. 
слЪд. 
РЕ _ 1 
дает” 


Перемноживъ эти пропорщи почленно, и подставляя А, С . 


найдемъ, 


я 
р и == ини 0. 


тв 


Выше было указано, что если на балку д®йствуетъ постоянная 
нагрузка, то @.==0 имфетъ 
м5сто для середины балки. = р 7 1 
Въ присутствйи подвижной на- >= 
грузки нулевая точка пере- 
двигается въ сторону, именно 
по направяеню опоры, со сто- 
роны которой нагрузка на- 
двигается. ДЪйствительно, по- 
строимъ параболу, выражаю- 
щую ординаты поперечной 
силы отъ подвижной нагрузки 
и прямую, выражающую орди- 
наты поперечных силъ отъ по- Фиг. 188. 
стоянной нагрузки. Для нагляд- 
ности на фиг. 188 отъ точки А отложимъ начальную ординату, 


. ГД 
2 вверх (подвижной нагрузки) и 6 внизъ (постоянная нагрузка), 
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емъ въ ихъ пересфченм точку ®, 


Складывая ординаты обфихъ лиш на 
въ которой 5 = 9; абсциссу ея найдемъ разрьшивъ уравненше; 


(9) 


Въ частном» случаф, если р = у, то 
0,5867. 


Если бы имЪли систему подвижныхь грузовЪъ, то вмфсто параболы, 
представленной на этомъ чертеж, слёдовало бы построить много, 
угольникъ опорныхъ сопротивлений, какъ на черт. 186, 


94. Изгибающие моменты при постоянной нагрузк$. 


Изгибающ монентъ въ данномъ сфчени, есть сумма моментовъ силъ, 
дъйствующихь на отефченную часть бални относительно центра тяжести 
сфченя балви. 

Обыкновенио моментъ считается положительнымъ Тогда, когда 
кажущееся вращеше совпадаегь съ вращенемъ часовой стрьлки. 

Понятно, что моментъ внфшнихь сИлЪ, д1 твующихъ на раз- 
сматриваемую, напримфръ лЗвую часть балки, должень по абсолют- 
ной величин5 равняться моменту внфшнихъ силъ, йствующихъ на 
правую часть балки. Что-же относится до знака, то съ переходом, 
оть разсматриваемой части балки къ другой, знакъ момента измЪ- 
няется на противоположный; это слфдуетъ изъ начала противодЪй- 
ств, по которому, если лфвая часть балки дёйствуетъ на правую въ 
одномъ направлени, то эта послёдняя дЪйствуетъ на первую въ на 
правлени противоположномъ, 

Пусть сначала имфемъ простЪйций случай—балку .1В съ однимъ 
грузомъ Р, фиг. 189. Возьмемъ съчеше между лвой опорой и гру- 
зомъ и разсмотримъ моменть внзшнихъ силь, дЪйствующихь на 
лЁвую часть балки, относительно сВченя и, или, что то же, изги- 
бающй моментъ въ данномъ сфчени, Лёвже сЪъчешя ши дьйствуеть 
лишь одна сила—сопротивлеше опоры „4, направленное вверхъ, Поль- 
зуясь условемъ сдФланнымъ раньше для опредфленя знака момента, 
мы видимъ, что моментъ этоть положительный, т, е. 


ЧМ а = Маз. 


Взявъ сбчене ин, праве груза, напишемъ: 


Мат, — Р(,— в). 


Такое же выражеще написали бы и для каждой изъ п силь. При- 
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иомнивЪ, что моментъ равнодъйствующей равенъ сумм моментовъ 
составляющихъ, вообще напишелмь: 


ме ММ а 
№ м,-=№, 


или 
М 


Ле (16) 


ТДВ ./, сопротивлеше опоры, вызываемое грузомь Р, а 1 полное со- 
противлене опоры и А указатель иослФдняго груза считая отъ лфвой 
опоры) лежащаго лЪвЪфе сВченя. 

Однако этим выраженемъ ‘не всегда. удобно пользоваться, такъ 
какъ часто приходится опредфлять изгибающий момент, не зная со- 
протнвленй опоръ. Пусть теперь на балку дЬйствуютъ два сосредото- 
ченныхъ груза №; и Р.„ Возьмемь с5чеше между этими грузами въ 
разстоянм д отъ лфвой опоры и разсмо- 
тримъ моментъ внБшнихъ силъ, дЪЙствую- 
щихъ на лЪвую часть балки: 


М. 


Ра). 


Имъемъ 


ВЬ  Р, 
В. 


1 Фиг. 189. 


и 


Подставивь это значеше въ выражене для 3/, и замЪтивъ, что 
5 =} — а, получим 


откуда 


Ра, й Ру. 


Здьсь: Ра, есть моментъ сплы лежащей львёе сфчешя относительно 
лЪвой опоры, а Р,б, моментъ силы, лежащей правЪе сёченя, отно- 
сительно правой опоры. Воспользовавшись замфчащемъ, указаннымъ 
при выводЪ формулы (16}, напишемъ выражене изгибающаго момента 
для произвольнаго числа, напримзръ, для и грузовъ; 


тд силы отъ 1 до д-ой лежать лёвфе сЪчешя, а отъ +1 #— 
правфе его; указатель у 1 для краткости опущенъ. 
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Обыкновенно, для удобства запоминажя этой формулы знаки у 
У ставятъ такимъ образомъ, чтобы они показывали ту часть балки, 
на которую дЪйствуютъ грузы, дающе ифвые и правые опорные мо- 
менты, т. е. ставятъ знаки 0 до жи отъ х до 1. 


= 


У Ра * У РЪ. {17} 
о 


Изгибающ моменть для балки, свободно лежащей на 
двухъ опорахъ равенъ сумм$ моментовъ грузовт, ле- 
жащихъ по сторонамъ сЪченя, относительно соот- 
вфтхственны хъ опоръ, умноженныхъ на отношен!я 
разстоян:я сёченя отъ противоположной опоры къ 
длин5 пролета. 

Грузъ, дЪйствующ зъ самомъ сВчейи, можетъ быть отнесенъ, 
какъ къ лЪвой, такъ и къ правой части балки. 

Изъ этого выражены видно, какъ нужно грузить балку, чтобы 
получить нанбольшее значен!е 4/, (самое невыгодное поло- 
жене грузовъ на балкЪ): чтобы 41, было эвлъмъ нужно гру- 
зить всю балку и притомъ, такъ какъ нь выражеше входятъ 
произведения грузовъ на разстояни отъ опоръ, — наибольшие грузы 
должны быть на наибольшихъ разстояняхъ, (т. е. близь середины 
балки. 

Если балка нагружена симметричными относительно опоръ тру- 
зами, то а = 8, Въ этомъ случаЪ для съчен!я между средними 
грузами 


, 
и= У Ра, 


гдЪ и полное число грузовъ. При’ двухЪ симметричныхъ грузахъ 
находим: 


М = Ра. 


Въ случа® одного груза формула (17), для сЪчен!я подъ гру- 
зомъ, принимаетъ видъ: 


#(—2). 
‚Р-р 


(18) 
Если этотъ грузъ по’ серединв балки, то имфемъ для сзченЁя 
подъ грузомъ часто эстрфчающееся на практик® выражене: 


ии. 
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Во всвхъь этих частныхъ случаяхъ количество 1/ есть 
тахипит. Найдемь признак, по которому мы всегда могли бы опре- 
дФлить сфченще, для котораго имфетъ м®сто наибольший? изгибающ 
моментъ, т. е, опредёлить опасное сфчен1е. 

Для этого воспользуемся выраженемъ (16), и разсмотримь да 
грамму для поперечныхъ силъ черт, 190. Эта д4аграмма взята съ фиг. 191 
стр. 208, РАЪ указаны правила ея по- 
строены. Изл, чертежа видно, что вы- 
ражене 


й 
м, = 2-Х Ре и, 


есть площадь, ограниченная лнней 
поперечныхь силъ и линей 4. В,. Пе- 
редвигая СВчене отъ лфвой опоры 
къ правой, мы замфтимъ, что коли- 5 8‘ 
чество ЛМ, все время увеличивается у 
пока мы не дойдемъ но сФченя, гдЪ 
поперечная сила становится отрицательною; при дальнфйшемь пере- 
двигани сЪчешя вправо придется суммировать площади съ проти- 
воположными знаками. Поэтому наибольшее значеше количество 21, 
прюбр»тетъ для сЪченя, въ которомъ поперечная сила измёняетъ 
свой знактъ, т. е. наибольший изгибающ!й моментъ имъетъ мъсто 
для сЪъчен!я, въ которомъ поперечная сила м5няетъ 
свой знакъ, а это всегда ‘бываетъ подъ однимъ изъ 
грузовъ, 

Для опредзленмя изгибающаго момента геометрически, однако не 
пользуются линей поперечныхъ силъ, а строятъ многоугольникЪ 
моментовъ. 

Для этого необходимо припомнить, что моментъ параллельных 
силъ измфряется произведенемъ изъ ординаты, отсвкаемой крайними 
боками веревочнаго многоугольника, соотвфтствующими данным силам, 
на вертикали, проходящей черезъ данное сЪчеще,—на полюсное раз- 
стояше. Пусть имЪемъ балку съ указаннымъ на черт. 191 четырьмя 
грузами, 

Найдемъ изгибающМ момевть въ сфчени ил. Построимь вере- 
вочный многоугольникъ на данныхъ грузахъ и проведемъ замыкающй 
бокъ. Изъ выражен (16) выводим»: 

Г = з-_Р, (д- а), (в —а,). 

Момейть отъ сопротивлешя опоры получимъ, продолживъ крайне 
бока веревочнаго многоугольника соотв®тствующе силф Л, — это 
будетъ замыкающи бокъ,-и’опредфливъ произведен изъ найденной 
ординаты на полюсное разстоян (7), 


зы 
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Такимъ образомъ 
Из = Ну. 


Тачна также, продолживъ бокъ П, найдемъ ординату у; слфдо- 
зательно, 


Рафи) = Ни; 


далфе— 
р, 


сложивъ получимъ: 


= И фа — 1} 


— и 


Пу 


т. е. 


М = Ну. (19) 

Многоугольникъ „ГГ, Ш, Ш, № 
У и В называется многоуголь- 
никъ моментовъ, а (заштрихо- 
ванную) площадь сго иногда назы- 
ваютъ также площадью момен- 
товъ. 

Фиг. 191. Итакт, изгибаюний моментъ 

дня балки на двухъ опо- 

рахъ равенъ произведеню изъ полюснаго разстояня на орди- 

нату, соотвЪ тствующую данному сзчен|ю, заключен- 
ную между боками многоугольника моментов. 

Въ выражен и (19) одинъ изъ множителей долженъ быть измЪ- 
ренъ по масштабу силъ, а другой по линейному масштабу. 

Изь чертежа можно наглядно видёть, что значене наиболь- 
шаго изгибающаго момента, получается всегда подъ грузомъ, а также, 
что при переходь оть одного сБченя къ другому—моментъ изм$- 
няется непрерывно, слфдуя между двумя сос®лними грузами по закону 
прямой лини, и наконецъ, что для опоръ изгибающй моментъ ра- 
венъ нулю. Въ балк® со свёсами послзднее не имЪетъ мЪста, напро- 
тивъ моментъ надъ опорами’ можеть быть наибольшимъ; объ этомь 
см. ниже. Для отысканя, по чертежу наибольшаго значеня момента, до- 
<таточно провести параллельно замыкающей АВ\касательную къ много- 
угольнику моментовъ. Касательная эта можетъ коснуться или какого 
нибудь одного угла зеревочнаго многоугольника-—тогда наибольшй 
изгибающ моментъ въ соотнётствующемъ сфченм балки, лежащем 
подъ грузомъ, или же касательная совпадаетъ съ однимъ изъ боковЪ 
многоугольника моментовъ если этотъ бокъ параллеленъ замыкаю- 
щей—и тогда изгибающй моментъ пля сЪченй, проведенныхь между 
смежными вершинами веревочнаго многоугольника, есть величина па- 
стбянная. 
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Во всБхь разсмотренныхь случаяхъ, когда мы разсмитривали 
услоше равновё я лЪвой части балки, изгибающй моментъ поло- 
жителенъ; еслибы разсматривали услове равновфая правой части 
балки--нашли бы, что ‘изгибающй моменть отрицателенть. 

Выводъ формулъ въ случаВ равномфрно распредьленной нагрузки 
остается совершенно тотъ же, принимая во внимане, что равномрно- 
распредфленную нагрузку можно разсматривать какъ систему элемен- 
тарныхъ сосредоточенных трузовъ, и что момент равнодфйствую- 
щей равен сумм моментовъ составляющих. Поэтому, если пифемъ 
случай изображенный на черт. 192, то моменть дчя сфчены проведен- 
наго въ разстояни х отъ лЪвой опоры 


У 
будеть: . - =) 
о ИИА в 
= Ире -и). ; Е Ч тт Е 
А и Е. 
(#— 4 }.(х-%) 
21. = Ар х. 
Мара мы Фиг. 199. 


Если и = О ий -=0, то есть для нагрузки равном®рно распредЪ- 


у ›а потону, подставив 


(2 


Разсматривая выражен для изгибающихь моментовъ отъ равно- 
м8рно распредфленной нагрузки, можно замфтить, что при данныхъ 
нагрузкахъ, величина момента измвняется отъ перехода одного с®че- 
Ня балки къ другому непрерывно. 

Давая различныя значеня х при опредфленныхь величинах и 
расположени нагрузки р, мы будемъ получать различныя величины 
изгибающихъ моментовъ, то возрастающе, то убывающе съ возра- 
станемъ +. ИзслФдуемъ здЪсь аналитически вопросъ: при какомъ зна- 
чени 2, мы получимъ наибольшее выражеше для ДГ, т. е. опредзлимть 
сфчене, для котораго имфеть м5сто наибольш!й изгибающуй 
моменту. Для опредзленя них Л/ поступимъ по извфстнымъ пра- 
виламъ дифференщальнаго исчисленя. 

Возьмемъ общую формулу (20) для выраженя изгибающаго мо- 
мента при равномЪрно-расиредзяенной нагрузк®. 

М = 42—65 #9 


Приравнивая нулю производную по х, 


ам 
Е А-ЬШ-ф&= 
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Сравнивъ это выражене съ формулой (5) мы видимъ, что 


ал 


а 2% 


Поэтому наиболь! изгибающ моментъ иметь м%сто для 
съченшя въ которомъ поперечная сила = 0, т. е. мы получимъ то 
же, что выше было изслёдовано на 
лини поперечныхъ силъ графически. 

Наиболышй изгибающй моментъ 
отъ равномбрно-распредфленной на- 

грузки р по всей длин® балки имфетъ 

а ПТ ЕЕ мЪсто въ сбчени по середин® балки, 
ибо въ этой точкф поперечная сила 

обращается въ нуль; изъ формулы (20) 


Фиг. 193. 


найдемъ, положияъ 5 - и опуская этотъ указатель у ЛИ 


(22) 


Формула (2) есть уравнене параболы; поэтому изгибающ мо- 
ментъ отъ сплошной равном рно-распредленной нагрузки измфряется 
ординатами параболы со стрЗлкою па середин® пролета — 2". 

Такъ какъ моментъь отъ равномфрно распредфленной нагрузки 
измфняется по закону кривой линм, то, если построимъ веревочный 
многоугольникъ при нолюсномъ разстояни Н, онъ обратится въ кри- 


вую линию со стрёлкою ==. Дьйствительно имЗемъ; 
М=Ни 


съ другой стороны, если нагрузка равном®рно-распредфлена по всему 
пролету, то для середины пролета 


. 
м= ы е, 

поэтому для середины пролета— 
РР. 
УЕ 


Сл®довательно при нагрузк® равномфрно распредфленной по всей 
бал, веревочный многоугольникъ обратится въ параболу со стрфлкою 

. Если равномфрно распредвленная нагрузка занимаетъ не всю 
валу, то видимъ изъ уравненй (16) и (20), что веревочный много- 
угольникъ обратится въ кривую линшю лишь на протяженм участка, 
занятаго нагрузкой, а по сторонамъ — въ прямыя, касательныя къ 
Этой кривой. Грузовую площадь раздзлимъ на нзкоторое число уча- 
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стковъ и къ центрамъ тяжести ихъ приложимь силы равныя пло- 
щадямъ соотвЪтственныхъ участковъ. На полученныхь силахъ стро- 
имъ многоугольник моментовъ, какъ онисано было выше, 

Очевидно, что чЧЪмъ число участковъ будетъ больше, тфмь вели- 


чина момента будегь опредфлена точиЪе, т. к. оринаты веревочнаго 
многоугольника будутъ ближе къ дёйствительнымъ. Съ возрастащемъ 
числа участковь, чнсло сторонь многоугольника будеть возрастать 
и наконець въ предблЪ, когда велячина участков» нодойдегь къ 
нулю, веревочный многоугольникъ обратится въ кривую. Первоначаль- 
ный веревочный многоугольникъ будетъ касательный къ этой кривой; 
при этомъ точки касаня лежатъ па вертикаляхъ, проходящих че- 
резъ точки дБленя грузовой площади на участки. 


95. Изгибающе моменты отъ системы нодвижныхъ грузовъ, 


Въ этомъ случа слфдуетъ пользоваться формулой (17). Остается 
изслёдовать, какъ измфняется величина изгибающаго момента съ из- 
мбнешемъ положен системы неизмфнно между бобою связанных 
грузовъ, дЪйствующихь на балку. Это необходимо для того, чтобы 
знать при какомъ положены системы грузовь, въ данномъ сЪченм, 
значене изгибающаго момента будетъ наибольшимъ. 

Предположимъ, что имфется балка 45, черт. 194, на которую дЪй- 
ствуеть система грузовъ №. ..Р,, 
Опредёлимъ ири какомъ полони систе- 
мы, величина изгибающаго момента для 
сВченыт зие будетънаибольшая. Имбемъ: 


= = 
1—&\мы р Ц А 
ы Ур : Ур 
р 


5 


Допустимъ, что система грузовъ, неизмнно между собою связан- 
ныхъ, продвинулась относительно точки с®ченя эмь влЪво на вели- 
чину 45. Условимся грузъ, ставцИй непосредственно въ сЪчеши зи 
относить къ числу грузовъ, дЬйствующихъ съ лЪвой стороны с®че- 
ня. При указанномъ передвижени системы влЪзо, величина 2Г, из- 
мёнится въ М, -- А4/,. Эта величина опредфлится, если подставить 
въ выражени для 2, (17) вибсто а и $, соотвфтственно а — Аб и 
} -- 4%. Подставивъ, найдемъ: 


. -. . 
1 2 рр |, УР Ур. 
| = = 
1 у 


м. --АМ, 


Ея 
тот 
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откуда = г 
АМ, = ыы | УР -я% г. (23) 


р 5 

Если А будемъ отсчитывать по направлено движеня системы, 

то величины АВ и { будутъ всегда > 0. Въ такомъ случаЪ велнчина 

А/,. которая, какь показываеть формула (23), зависитъ отъ поло- 

женя перемфстившихся грузовъ, будетъ ;> 0, когда выражеше въ скоб- 

ках будетъ 2. 0, т.е, величина изгибающаго момента, при перем$- 
щени системы влбво, возрастаетъ тогда, когда -- 


Ура ь, 


илн когда существуеть соотношене: 
а = 


У У" 


Здесь числитель. каждой части неравенства выражаетъь собою 
алгебраическую сумму всфхъ грузовъ, дбйствующихъ правфе и лёвЪе 
сБченйь а знаменатели— длины соотвЪтетвующихь этихъ грузамъ от- 
р®зки балки; такого рода дроби даютъ средня нагрузки правой 
и лЪвой части, а потому если средняя нагрузка правой части больше 
средией нагрузки л®вой части, то для увеличефя величины изгибаю- 
щаго момента надо систему передвигать влфво. Точно также дока- 
зали бы, что въ томъ случа», когда систему двигаемъ вправо, изти- 
бающ моментъ увеличивается, если средняя нагрузка лЪвой части 
больше средней нагрузки правой части, т. е, если-— 


(24) 


=. (24 55) 


Отсюда заключаемъ, что наибольшая величина изгибающаго 
момента въ данномъ сЪченГи наступитЪъ въ тотъ моментъ, 
когда, при маяЪйшемъ передвижен!и системы грузозъ влЪ во 
или вправо, измфнится соотв тственно знакъ неравенствъ 
(24) или (24 515). 

Изъ предыдущихь изслфдованй мы уже видфли, что наибольшй 
изгибающ моментъ кромф того будеть имбть мЪсто тогда, когда 
надъ разсматриваемымъ съченемъ непосредственно станетъ грузъ *). 


*)} Исключеще въ послфинемь отношеши представляетъ случай симмет- 
ричной нагрузки, когда для всвхъ сЪченй между средними грузами величина 
М. = сов! 


ИЗРИбАЮЩЕ МОМЕНТЫ ОТЪ СИСТЕМЫ подвижных трузовъ, = 223 


Такъ какъ съ прибавлешемъ новаго груза нагибаюнщий моменть 
вообще говоря увеличивается, то для полученя напбольшаго значенЯ 
момента вт, какомъ нибудь сфченйг балки, сл у “чать на ней 
возможно большее число грузовъ и подвигать навбольшие изъ нихЪ 
насколько возможно ближе къ разсматриваемому поперечному сфченпо. 

Для опредфленя нанбольшаго изгибающаго момента для всей 
балки, недостаточно опредълешя такого момента для даннаго сфче- 
НЯ; желательно знать сВчен!е съ наибольшим для всей балки 
изгибающимъ моментом», 

При нахожденм на балкЪ системы подвижныхт, грузовъ, каждому 
изъ нихъ на балкф соотв®тствуеть опредфленное положение, при ко- 
торомъ, для сЪчещя балки, приходящагося подъ данныйть грузозть 
имфетъ мЪсто частный наибольш}й изтибающ!й моментъ. Если 
число грузовъ системы вкатывающихся на балку ограничено, то та- 
кихъ частныхъ тахипип’овь будетъ столько, сколько грузовъ въ 
Изъ этихъ частныхъ наибольшихь можно выбрать самый 
—это и будетъ наибольний изъ наибольших? изги- 
бающихъ моментовъ (тахптит тахитогит). Ему соотв%т- 
ствуеть каюъ опредфленное сфчене, такъ и положене опредфиеннаго 
груза въ этомъ сфчени — величины заранфе неизвёстныя. Когда при 
сходф съ балки одного груза могутъ входить на нее дру въ не- 
ограниченномъ числ, т, е. комбинашя грузовъ въ систем пом щаю- 
щейся на пролет можетъ быть измфняема весьма разнообразно, то 
частныхь тахитоя’овъ можеть быть неограниченное количество и 
отыскаше между ними наибольшаго изъ нихъ, съ перваго взгляда 
представляется весьма затруднительнымъ. Задача облегчается тВмъ, 
что во-первыхъ наибольш!й изь тахитиот?овъ имбеть мЪсто для с%- 
ченй близь середины пролета и во вторыхъ наибольший изъ изгибаю- 
щихъ моментовъ соотвзтствуетъ сфченыму, приходящимся подъ наи- 
большими изъ грузовъ. 

Имфемъ балку АЛ черт. 195; около середины балки взято сфчене 
чи въ разстояни 2 отъ лфвой опоры. 
Для опредблещя величины суммы момен- 
товъ силъ, приложенныхъ къ лфвой 
части балки, имЗемъ: 


|=. 


5+ 


МАУ ри У в 
р тд 


Фиг. 195, 


о р 


выражены > Ра и У .Р представляютъ собою суммы моментовъ 


силъ дЬйствующихъ влЪво и вправо отъ сЪченя ами, относительно 
соотвётствующихь опоръ. 


224 — ИЗГИБАЮЩЕ МОМЕНТЫ ОТЪ СИСТЕМЫ ПОДВИЖНЫХЪ ГРУЗОВЪ, 


Зная, что сумма моментовъ силъ составляющихь равна моменту 
равнодфиствующей, относительно той-же точки, и обозначая равнодЪй- 
ствующую силь виБво оть взятаго сфченя черезъ А‚, разстояще ея 
до лфвой опоры с, соотвьтствующя величины для правой части че- 
резъ В, и с, имтемъ: 


— му в 


Если будемь двигать сёчен{е со всею системою гру- 
зовъ по балк такъ, чтобы разстоящя частныхъ равнодЪфйствую- 
щихъ оть сфченя не измвыялись (т. е. оставляя 7; и >, постоянными), 
то перемфнной будетъ лишь х, и наибольшее значене для АГ будетъ 
шахипийтомъ функщи отъ 2, стоящей въ правой части равенства, 

Взявъ первую производную и приравнявъ ее нулю, найдем 


ам 1 1—= 1 
пе евр 


Чтобы удостовфриться, вахипит-ли это беремъ: 


В. (—в—*,) - В, =0. 


что всегда < 0, если } положительно, такъ какъ В, и В, > 0. 

Слфдовательно, при 2 удовлетворяющемъ равенству а 
получится дВйствительно тах выраженя „М,. 

Изъ выраженя чи опредЪляемъ =. 
Вии: 1. 
2022.) 18 

Отсюда видимъ, что наиболЪе опасное сЪчен{е во- 
обще не совпадаетъ съ серединой балки; разстояще его 
отъ опоры есть й 4- нЪкоторое количество, обращающееся въ 0 лишь 
когда Ц =Рьг, т.е. когда сумма моментовъ грузовъ силъ отно- 
сительно средины балки равна 0, что показываетъ сииметричное рас- 
положене нагрузки (одинъ грузъ въ середин%, остальные симметрично}; 
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Если это услове не соблюдено, получаемь опасныя сЪченя въ 
двухъ точкахъ, симметрично расположенных относительно средняго 


сфченя и имфющихъ абсциссы 


{25) 


Назоземъ черезъ А, равнодЪйствующую всЪхъ грузовъ, приложен- 
ныхь къ данной балкЪ, а ’— разстояне ея до искомаго сЪченя 4; 
в, такомъ случа окончательное выражение будетъ 


.. (26) 


Такимъ образомъ необходимо помнить, что: 

Наибольшая величина 1/, соотв тствующая дан- 
ному грузу системы, получится при такомъ ея поло- 
женуи, когда этотъ грузъ и равнод® Иствующая всей 
нагрузки находятся на равныхъ разстоян!яхъ отъ се- 
редины балки, 

Въ простЪьйшихъ случаяхъ отыскае 29% М, 
гихъ попытокъ, наприм5ръ: 

При двухъ развныхъ связанныхъ грузахъ-тз М„„, будетъ въ св- 
чени подъ грузомъ, удаленнымьъ отъ средины пролета на разстояни 
одной четверти промежутка между грузами. 

При трехъ грузахь тах М. будетъ подъ среднимъ грузомъ, 
расположеннымъ по середин® пролета и т, д. 


не трубуетъ дол- 


Прим$ры. 


1. Балка АВ перекрываегь пролетъ 1=5 м. и несеть на себ грузъ 
000 кгр. въ разстоями а=3 м. от лёвой опоры. Найти сопротивленя 
опор, наибольщй изгибакнщй моменть и поперечныя силы для различныхь 
свченй аналитическимь и графическимь путемъ, пренебрегая собственнымь 
вфсомъ балки, 

Для сопротивлей опоръ имфемъ выражешя для изгибающихь моментов 
относительно противоположныхь опоръ. 


ЩЕ -Р@— а) чо 


м, =— в + ва 
Изъ перваго выраженя находимъ: 
ДЕР" —1000 2 == 400 кгр. 
фиг. 196. 
Изъ второго; 
В=Ь 1 =100 $ = 600 кгр. 
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Наибольший изгибаюий моменть будеть подъ трузомт, 2. Проведя злЪсь 


вертикальное сЪчеше и взявъ моментъ 
лфвЪе этого сфченй, напишемтъ: 


М = 4а = 400, 


всвхь внЪшнихь снлъ, дЬйствующихь 


3=1200 кгр. м. 


Перерфзывающия сила межну опорою 4 н даннымъ грузомъ будетъ: 


Въ съчени гдВ расположенъ грузъ— 
У =А- В 400 -- 1000 = — 600 кр. 


Въ сЪченихь между г=3 ия! 


будеть: 


фид РЕЯ, == -- 600 ктр. 


При графическомь р®шенши строимъ многоугольцикъ Варинъона, 


виби- 


раемъ полюсь, для чего проводимъ изъ концовъ многоугольника лучи до вза- 


1000 


и 
а | 


нь 


Фиг. 197. 


имнаго пересвченя. По даниому мно- 
гоугольнику строимъ веревочный много- 
угольникъ и проводим между его точ- 
ками пересвчетя съ вертикалями опоръ 
замыкающую, Посл® этого въ много- 
угольникЪ Вариньона проводимъ лучъ. 
параллельно только что найденной за- 
мыкающей сторонф и такимъ образомъ 
заходимъ сопротивлен!я опоръ. Для дан- 
ной силы Р отложено 2,5 см. поэтому: 


А=1 400 кгр. 
В=15 см. == 600 кгр. 


см. 


Измфривъ ординату между боками 
веревочнато многоугольника подъ гру- 
зомъ, найдемъ у = 1,5 см., что при при- 
нятомь масштаб выражаеть собою 
1,5 м. Принявъ во внимаще, что полюс- 


ное разстояше Н-2,0 см. и выразивъ его въ тоннахъ, что при принятом, 


‹ насштаб% даст 0,8 тоннъ, найдемъ: 
М = Ну=18.08=12 


тон, мтр, = 120000 кер. см. 


Для опредзлешя перерфзывающихь силъ, изу, точки раздфла сопротив- 
дей опоръ, въ многоугольник Вариньона проводимъ горизонтальную лин, 
на которую проектируемь данную балку съ точкой приложеня груза. Затёмъ 
проводимь изъ верхняго конца многоугольника Вариньона горизонтальную 
линНо до пересвченя ея съ вертикалью даннаго груза. Ординаты четыреуголь- 
ника, заключеннаго между проведенною лишей, динею балки и вертикалями 
лАвой опоры и даннаго груза даютъ перерёзывающую силу 9, = 400 для 
любого сфченя, расположеннаго между лЗвою опорою и даннымъ грузомъ. 
Проведя изъ нижняго конца многоугольника Вариньона горизонтальную линио 


найдемъ также, что ординаты 


четыреугольника, заключенкаго между вертика- 


лями груза и правой опоры и лифями балки и только что проведенной дадутъ 


перерзывающую силу 


@=600, 


для сЪченй между грузомъ и правою 


порою; эта сила отрицательна, такъ 


какъ ординаты расположены пиже лини балки. 
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2. На балку АВ пролетомь /=10 м, дЪйствуюту четыре груза. какъ 
показано на черт. 198. Найти сопротивленя опору и изгибающе моменты для 
<ёченй 2 =1, м. и для опаскаго сбчешя и поперечную силу для сбченй подь 
грузами какъ аналитическимь, такъ и графическим путем. 

Для сопротивленй опоръ имфемъ выра- 
женя 


8-6092:500 Дныаз 5:50 


а 
льа 
в=\ь". 
р 
т 


Подставляя численныя значеня найдем; 


А= А [60.94-300.7+40.4+500.1 


161 } Е 


Дьйствительно А + В = 960 -- 840 — 1800 кгр, = сун® грузовъ. 

Для опредфленя изгибающего момента относительно сфчешя = =1,5 м. 
проще всего взять сумму моментовъ вашнихт. силъ, дЪйствующихь лфв5е 
даннаго свчения, такъ какъ такихъ силъ имфется всего дв: сопротивлеше 
опоры 4 и грузъ Р‚. 

И = 4.15 —№.05=960. 15 —300.0,5 =21290 кер, м. 

Опасное сфченй, т. в, то, пля котораго изгибающ моменту, имфеть наи- 
большее значеше, по приблизительному взгляду, можетъ быть расположено 
или подъ грузомъ №, т. в. для 2 =3 или для х=6 подъ грузомъ Ё, Вопросъ 
можно было бы р®шить попытками, но такъ какъ требуется кромВ токо опре- 
д®лить и перерззывающя силы для различныхь сфченй, то найдемъ—для 
котораго изъ сказанныхь двухъ сёчешй величина @ иЪняетуь свой знакъ. 

Имъемьъ въ общемъ слунаЪ 

У» 
т 


Для даннаго случая, для сЪчешя вправо отъ Р.. 
6 =4—В,-В,=960 -- 600 — 300-=60 кер. 


Эта же перерззывающая сила имфетъ м5сто и для всЪхъ сВченй между 


грузами Р, и Рь, т.е, между = =З и г==6. Для сЪченй чуть праве груза 2, 
„будет 


@=А-Р-Ь-ЬЕ-Ф-В=8—40=—340. 


Такимъ образомъ сумма силъ измЪнила свой знакъ въ этемъ сфчени, а 
потому Мг иметь значеня для + =6, Примфнивъ обшую формулу— 
} 


напишемъ, отнеся Р; къ л8вымь грузамъ: 
4 6 — 
Миа» = 16 [боо. 71-300. 3-+ 400. 8} +5 500.1 —=1860 кгр, м. 
15* 
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Трафическое рёшеще вопроса изображено ня черт. 199, гд% вс постросыя 


<дфланы какь объяснено въ предыдущей задач®. 
Величины изгибающихь моментовЪъ, вычисленныхь графически будутъ: 


900 .1,43—1287 кгр. м: 
М, =900.2,07 =1863 кгр. м. 


9 =600 4-50 
р 
$30 5400 


3. Изслфдовать тоть же 
случай, принимая во внимаше 
и собственный вЪсъ балки, рав- 
Я-мо ный 70 кгр. на погонный метрь 
= =90я ея длины, если она совывстно 
съ другими балками поддер- 
живаеть покрыте зфсящее 
500 кгр. на квадр. метр его 

[2] площади и разстояне между 
балками 0.9 м. 

Полная равном®рио рас- 
предвленная нагрузка прихо- 
дящаяся на 1 погониый метръ 
балки 


Фиг. 199. 


=70-+0,9.500 == 580 кгруи, 


Сопротивлеше опоръ, вызываемое этой нагрузкой будет: 


2 _ 520.10 
= 45 =- - = 2600. 
ПО 2 2 
„ „| Г.Х Это сопротивлеме опоръ будетъ 
И ПИТ суммироваться съ пайденнымъ прежде, 
|4, т и такимъ образомъ полное сопротивле- 


не опоръ будетъ: 


50 -+ 2600 = 3560; 
В-= 840 +- 2600 — 3440. 


й 


Изгибающи моменть для свченя 
%=15 м. найдемъ по выражению! 


МИ: 


2,1600 
Фиг. 200, Для СВчешя 2-56 м. изтибающй 
" моментъ найдется по формул 
Мь=ьй ры = 6240 кр. м, 


Прибавивъ эти величины къ найденнымъь въ“иредыдущей задач отъ вля- 
в сосредоточенныхь грузовъ, найдемь: 


М; ь=1287 + 3510 -= 4857 кр, м. 
М, = 1860 + 6240 =8100 игр. м. 
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Перер5зывающая <ила отт разномфрно распредфленной нагрузки найдется 
по выражению 


НА, 


что для сбченя, напр. . будетъ имбть значен!е: 
#9 == 2600 — 520 6 = -— 520. 


Принимая же во внимаще найленную въ предыдущем, примбрф величину, 
полная перерфзывающая сила будетъ; 


4% =— 340 — 520 = — 860 ктр. 


Для нахождешя орпинать веревочнаго многоугольника, входящихь вт, вырй- 
жене момента 17 = Ну, проще всего построить параболу со стьблком 


Многоугельникъ моментовъ построенъ (т. е. его ординаты) въ масштабВ вт, 
два раза меньшемъ, чВмъ въ предыдущемъ случаЪ, для чего полюсное раз- 
стояне удвоено т. г. взято И == 2.900 = 1800 кгр. 


1. =1800. 3,47 =6246 кгр. 


вмфсто 6240, т, е, ошибка ничтожна, 

Еслибъ пожелали построить общ веревочный многоугольник для изги- 
бающаго момента, какъ отъ равномфрно распредфленпой нагрузки, такъ и отъ 
сосредоточенныхь грузовъ, то слфдовало бы разбить грузовую площадь на 
участки и кь середин® каждаго приложить силу равную его площади, т. е, 
напр. длину его, умножить на 520. Ясно, что при этомь второмъ способ, рф- 
шен пострадало бы въ точности. 

Для построеня даграммы для суммы силъ отъ равномврно распредфленной 
нагрузки --откладываемь на лЪвой опорЪ внерхъ. а па правой внизъ .1,— В,= 
2600 и соединяемъ найденныя точки прямое лищею. 


96. Балка со свЪсами. (Консольная балка). 


Сопротивленя опоръ найдутся по общимъ правиламъ, какъ ука- 
зано въ № 90, пользуясь выраженями (2). При примфнени ихъ, однако 
слфдуетъ обратить внимане на слфлую- 
щее: въ балкЪ на двухъ опорахъ по кон- 
цамъ выражены (2) можно было считать 
ариеметическими, ибо при дёйстии на & 
балку грузовъ, сопротивления опоръ всегда фиг. 201. 
положительны; напротивь въ балк® со 
свфсами выражены (2) должны быть разсматриваемы какъ алгебраи- 
чески и составляя ихъ надо обращать внимане на знаки слагающихь 
моментовъ, вычисляемыхь относительно опоръ. Всякй грузъ ле- 
жащий на правомъ ©св$сЪ вызываетъ отрицательное 
сопротивлен!е въ лЪвой опор\ и грузъ на Лфвомъ 
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с8$с% отрицательное сопротивлен!е правой опоры; 
знацитъ сопротивленя опоръ опренблятся изъ выражен; 


д=ГУ РВ, вл Мль 


= В = 


если поль У, ставить выраженя моментовъ грузовъ относительно 
опоръ В или Д со знаками -- или —. 

Чтобы оттЬнить значене консолей, преобразуемъ общя выраже- 
ня для Ди В. Назовемь длину лФваго свфса черезъ #,, праваго-—&., 
разстоянмя трузовъ лфваго свЪса отъ лфвой опоры черезъ и для 

грузовъ приваго свфса отъ правой опоры 
$Ф черезъ 4, тогда для произвольнаго числа 
грузовъ напишемъ слёлующя выражен: 


- я=1У {26+ Р,(е--1-— В; 
' = 
(27) 


ы 
в= | Мм — Ре-- Ва]; 


Фиг, 202. 


ЗдЪсь указатель ‚ соотвЪтствуеть грузамъ лЪваго свфса, указатель , 
грузамъ праваго свФса, проще грузы лежатъ въ пролетной части 
балки, 

Для равномбрно распредфленной нагрузки, въ каждомъ частномъ 
случа, составимъ выражене, вытекающее изъ только что указаннаго, 
Если равномЪрная нагрузка распредфлена по всей балкЪ, то найдемъ: 

1 в [А в, 
АЕ нра (4; 
Ра 16: | > 2: | 
. 28) 
в=1 | В Ш в ( 
= ря +16, (3 + я 


ТР 


74$ р нагрузка пролетной части, а р, р» свЪсовъ е, ие, (см. фиг. 202). 
Когда св$сы равны и нагрузка одинакова по всей балкЪ, то по- 
дучаемъ простое выражене 
А=в=ь (+0. (29) 
` 
Изъ выражешя (28) Для сопротивлены опоръ между прочимь ясно 
видно, что для получен!я наибольшей положительной 
величины сопротивлен{я опоры надо разгрузить про- 
тивоположный свф съ. Зто имфетъ значене напр. при расчетв 
тлавныхъ фермъ мостовъ, у которыхъ тротуары расположены на крон- 
штейнахъ, 
Опредлене сопротивлешя опоръ помощью веревочнаго много- 
угольника не предстазляеть затрудненя и производится, какъ указано. 
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выше, Надо только помнить, что веревочный многпугольникъ сначала 
строится на грузахъ, не обращая вныманя на опоры, а затфмъ уже 
крайше бока построеннаго веревочнато многоугольника продолжить до 
пересфченя съ вертикалями 
опоръ, черт. 1957 Получен- 
ныя точки опредфлятъ за- 
мыкающй бокъ. Если въ 
многоугольникВ силъ луч, 
параллельный замыкающе- 
му боку пройдетъ между 
крайними лучами, соотят- 
ствующими грузамъ, то с0- 
противленя обзихъ опоръ 
будутъ положительны, какъ 
это имфетъ м%сто на черт. 
203; если же лучъ з пройдетъ 
по одну сторону лучей, со- 
отатствующихь  грузамь, 
то понадобится устройство Фиг. 203. 
отрицательной опоры „Напр. 
на черт. 204 опора А должна’быть отрицательною, ибо ея сопротннле- 
не течетъ внизъ. Знакъ опоры явствуеть также и изъ разсмотрьня 
веревочнаго многоугольника. Сопро- 
тивлеше опоры отрицательно, когда. 
замыкающИй бокъ » образуеть съ 
крайнимъ бокомъ / уголъ, обращен- 
ный вершиною вверхъ. Если замы- 
кающя бокъ Я сольется съ край- 
нимь бокомъ, то сопротивлеме 
соотвЪтствующей опоры равно нулю. 
Когда найдены  сопротивленя 
опоръ, то сейчасъ же опредЪлятся 
и поперечныя силы. Для сосре- 
доточенной нагрузки, лия попе- 
речныхъ силъ будетъ ступенчатая, 


5, 


.. ,. 


пересъкающая ось абсцисстъ въодной, е 5ы 
или въ трехъ точкахъ. Первое бу- > 
детъ когда одна изъ опорЪ отрица- фиг. 204. 


тельна, второе когда сопротивле- 
ня объзихъ опоръ положительны. Для случая нагрузки, указаннаго на 
фиг. 205, найдем: 
Для сбчешй между’ грузомъ №, н лфвой опорой; 
5. =— РР; 


232 БАЛКА СО СВЪСАМИ. 


для сЪчеви между лЪвой опорой и грузомъ Ру 


9=—В +1; 
о ‚ 5, для сфченй между грузомъ 2, ин 
| $ +4 правой опорой; 
РЕ = 


для сЪченй между правой опорой 
и трузомъ 


0, =—Р+4А-Р+В=Ь, 


Эта лин построена на черт, 205 
пит и не нуждается въ дальнфйшихь 
фиг. 205. пояснемщяхъ. Двф изъ трехъ точекъ 
пересЪченя лини поперечныхъ силъ 
съ осью абсциссь будуть всегна надъ опорами, третья между опорами, 
Если желаемъ построить линю поперечныхъ силъ, пользуясь мно- 
тоугольникомъ силь, по которому строили веревочный многоугольникъ 
и опредфляли сопротивленя опоръ, то имъ неудобно воспользоваться 
непосредственно, какъ указано было 
3 выше въ № 91. Напр. для опредЪ- 
леня 8, въ случаЪ, разобранномъ 
на черт. 199. сначала перестроимъ 
2  многоугольникь силъ, располагая 
+  ижь по порядку: 1, 4, 2, В, Зи 
! и затёмъ уже строимъ даграмму 
поперечныхь силъ, черт. 206. 
Н Въ этомь случаЪ ось абсциссь 
| перескается лишь одинъ разъ. 
| й Если загружены только свЪсы, 
ТОО [М поперечная сила между опорами 
| равна нулю. Когда свфсы разгру- 
ШИ жены, имфемъ балку съ опорами 
фиг. 206. по концамь. Точно также, когда 
. сопротивленя объихъ оноръ поло- 
жительны, лишя поперечныхь силъ пля пролетной части строится 
какъ и для простой балки. 

При подвижной нагрузк® для опредьленя наибольшей поперечной 
силы балку изслёдуютъ какъ указано въ №93, разсматривая консоли 
отдЪлЬно. 

При равномфрно распредфленной нагрузкЪ, линя поперечныхь 
силь отъ нулевыхъ до наибольшихь (наименьшихъ) значенй измф- 
няется по линейному закону. Пусть имфемъ нагрузку фиг. 202, Ну. 
левую точку въ концф лфвой консоли соединимъ съ концомъ орди- 


БАЛКА С0 СВЪСАМИ. 233 


наты р, отложенной на вертикали лфвой опоры внизъ, Для средней 
части между опорами, строимъ эпюру какъ для простой балки. За- 
тЪмъ отложимъ на вертикали правой опоры ре, вверхъ и соединивъ 
вершину правой ординаты съ концомъ праваго свЪса, найдемь линию 
понеречныхь силъ отъ равном$рно распредфленной нагрузки. 

Изгибающий моментъ мы можемъ опредфлить, согласно вышепзло- 
зкенному, тремя способами: составияъ аналитическое выражене, по- 
строивъ многоугольникъ моментовъ 
и, наконецъ, взявъ сумму площа- 
дей, образуемыхь линею попереч- 
ныхъ силъ и осыю абсциссъ. 

Для аналитическаго выраженя 
изгибающаго момента служить об- 
щая формула (17), при вывод® ко- 
торой не дВлалось ограниченй въ 
смысл расположеня опорь; слЪ- 
луетъ лишь опорные моменты Ра 
и 2% ставить съ соотвЪтствующими кажущемуся вращению знаками, 
Вводя для силъ, лежащихъ на лёвомъ и правомъ свзсахъ плечи сна, 
найдемъ общее выражен для изгибающаго момента въ балкЪ со свф- 
сами для сфчен]й между опорами, (Начало коордннатъ въ 
точк®в опоры А). 


= 


1 


ы Ул — Вл) + \(Р-ь4, (30) 


гд% первое слагаемое есть сумма моментовъ грузовъ, 
лежащих лфвфе съчен{я отнасительно л\вой опоры 
а второе — сумма моментовъ грузовъ, лежащих пра- 
ве сбчен!я относительно правой опоры. При этомъ с$- 
чеше х отсчитывается зсегда отъ лёвой опоры. Указатели # и Х оттЪ- 
няютъ, что грузы Р, на свфсахъ (консоляхъ), а Р; между опорами, 
Изъ этой формулы, также какъ и изъ разсмотрьн!я чертежей 203 
и 204—видимъ, что въ балкф со свфсами изгибающуе моменты въ сё- 
ченяхъ надъ опорами не 0. Положивъ 2—0 и х=1, найдемъ 


Ли — У Те, 


и (31) 
= — У, Ра, 


Указатели у У опущены, такъ какъ ясно, что сумма должна быть 


распространена на ВСБ грузы, д®йствующе на свЪсахъ. 
Знакъ минусь показываетъ, что опорные моменты знакопротиво- 
положны изгибающимъ моментамъ (между опорами) для простой балки. 
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Назовемь моментъ для сфченя между опорами дня балки без 
свЪсовъ, черезь 2, тогда можно написать: 


(32) 


гдь знаки +- и — зходятъ въ выражешя мометовъ. 

Изгибающ моментъ для балки со свфсами, въ сё чен!и 
между опорами, равенъ моменту, какъ для простой 
балки, сложенному сЪ моментами надъ опорами, умень- 
шенными въ отношеняхъ разстоян!й сёчен!я отъ 
противоположныхъ опор къ пролету. 

Опредфлен1е изгибающаго момента помощью веревочнаго много- 
угольника производится, какъ и въ простой балкЪ. Разсматривая ве- 
ревочные многоугольники, построенные на черт. 198 и 199, наглядно 
зидно, что моменты (ординаты веревочныхъ многоугольников) надъ 
опорами и близь середины балки 
знакопротивололожны и дости- 
таютъ своихъ наибольшихь по 
абсолютной величинф значенй. 

Послфдьее слфдуетъ изъ да: 
траммы для поперечныхь силъ. 
Каждой нулевой точк® соотвЪт- 
ствуетъ частное значене тах!- 
тит’а 17, Помня, что между 
трузами моментъ измняется 
линейно, получимъ даграмму мо- 
мМЕНТОВЪ изъ даграммы попереч- 
ныхъ силь слдующимь обра- 
зомъ, черт. 203. На лёвой опорБ 
отложимъ Ре, т. е. площади— 
(внизъ) стало быть величину пло- 

фик, 208. щади поперечныхъ силЪ для л%- 

ваго свфса; на правой опорЪ 

ордината равна числу единиць площади У и отложена въ ту же сто 

рону. ЗатЪмъ на вертикаляхъ грузовъ Р, и Р; въ противоположную 

сторону соотв®тственно площади -= Пи -- И — 1. Соединивъ концы 

ардинатъ прямыми линями, получимъ эпюру моментовъ. Изъ этого чер- 

лежа легко видфть въ которомъ изъ сзченй получается наибольшй 
изъ моментовъ. 

Когда сопротивлешя обЪихъ изъ опоръ положительны, величина 
моментовъ обращается вт. нуль въ двухъ точкахъ, расположенных 
между серединою балки и опорами. Для опредфлешя этихъ точекъ 
слфлуетъ разрешить относительно = уравнене (32), положивъ #1, ==0. 
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При большемь числ силъ очевидно ифлесообразнве строить 
многоугольника, моментовъ (какъ на черт. 198 и 199) и вычислять мо- 
ментъ по форму 

М = Ну. 

При равномЪрныо распредфленной нагрузк Ъ слФдуеть 
пользоваться общимъ выраженемь (20). 

Такимъ образомъ вычислене сводится къ пользованю простыми 
формулами. Для свЪсовъ 


. 33 
2, {33} 
ГД # разстояше СЪчевя отъ конца св®са; для пролетной части 


м, ьй 


(34) 


причемъ предполагается сплощная нагрузка. 
Наприм®ръ, если требуется опредёлить изгибающ моментъ оть 
. : 1 
сплошной равном$рно распредъленной нагрузки р въ сбчени 2 
{между опорами), то найдемъ 


ны, 


гдВ ЛЕ, и М, — отрицательны, 


Отложивъ на вертикаляхъ 


рой 
опоръ — 25 


и — 


по- 


5“, 
строивъ полупораболы на кон- 
соляхъ,  найдемь площади 
опорных моментовъь 1/, и 
№М,. Теперь остается по- 
строить на лини аф параболу 
со стрёлкою = по серединз 
пролета. Заштрихованная пло- 
щадь будетъ площадью мо- 
ментовъ 14,. 
Если консоли равны, то 


м, =М,, Фиг. 209. 


ЗВ ИИ 
в 


у 
а 
ь 


и наибольший моментъ (въ серединф пролета) 


ме 
=. (35) 
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Естественнымь вопросомъ является: который изъ моментовъ 
== М, или ЛЕ, ВЪ разсмотрЬнномъ частномъ случаЪ, будетъ больше 
У 
по абсолютной величинЪ. Это зависить отъ длины свЪсовъ е. Разрф- 
шая уравнене 


относительно в, найдемъ что опорный ‘моментъ будетъ равенъ моменту 
въ серединё балки если 
(35) 


т. е. равенство моментовъ опорнаго и для середины 
балки имЪетъ м%зсто, когда сясы составляютьъ 35%1, 
отъ пролета, При меныьшихь консоляхъ моменты для пролета 
больше опорныхъ моментовъ. 


97. Балка, задфланная однимъ концомъ, 


Одинъ сосредаточенный грузъ. 1) Изгибающий мо- 
ментъ. По общему методу, фиг. 210 а, проводимъ сЪчеше И, отбра- 
сываемъ лёвую часть балки и въ данномъ случаё разсматри- 

ваемтъ равновЪ с!е правой части, 
и Виденов, отленяя, такъ какъ это проще. Изгибающй 
Е моментъ, т.е. сумма моментовъ 
силъ дВиствующихъ на балку 
справа отъ даннаго сЪченгя, от- 
носительно центра тяжести с%- 
чен{я равняется: 24, — Ре. Этотъ 
момент увеличивается вмЪсть съ 2. 
Наибольшее значеше его будетъ при 
наибольшемъ значенми 2, т. е. когда 
щ==ь Если бы мы захотвли построить 


р эфир оульдыь мия. 
Е ТИ А #5 графически законъ измЪне- 
р н!я моментовтъ, то для этого при- 
де шлось бы, въ каждой точк® прямой 
фиг. 210, линм, изображающей собой ось балки, 


отложить ординату, соотвЪтствующую 
величин® момента. Линя, соединяющая концы ординатъ и выразитъ со- 
бою графически законъ измЪненя изгибающихь моментовъ по длинё 
балки. Для балки, задзланной однимъ концомъ, мы имфемъ выра- 
жене М, = -- Рх, которое представляетъ собою уравнене прямой 
лини; такимъ образомъ, для даннаго случая лиМя моментовъ будет 
прямая (фиг. 2105); наибольшая ордината будеть М, ==-н В} въ 
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опасномъ сфчени у м®ста задёлки (положительныя ординаты отло- 
жены вверхт). 

2) Поперечная сила. Сумма перерзывающиху {или касатель- 
выхъ) напряженй въ разсматриваемомъ сфчени # (фиг. 210 а) равняется 
суммв силъ, т.е, сумм внфшнихъ силъ, АБИствующихь 
слЪва или справа отъ даннаго св ченгя для даннаго случая 
эта сумма силъ будетъ одна и та же по всей длинЪ балки, такъ какъ, 
тдЪ бы ни провели данное сфчене, сумма силъ, дЬйствующихъ справа 
отъ него, равняется силЪ Р. Въ данномъ случа обыкновенно напра- 
влене для силъ сверху внизъ считаютъ положительнымъ, 
тогда для балки, задфланной неподвижно однимъ концомъ, сумма 
силъ равняется: 

[о 
гдВ значекъ © указывает на разстояше съченя отъ конца балки, 
Это выражеше построенс графически, на фиг. 2104, 

Величина изгибающаго момента 1/, для съченй = будетъ равняться 
величин площади даграммы суммы силъ вправо отъ свченйя, такъЪ 
налр. нля съченя х площадь даграммы суммы силъ равняется = Рх, 
тдЪ д основаше и Р высота прямоугольника; тогда изгибающ мо- 
ментъ равняется 4/, —= -+- Ри. 

Изъ этого выраженя видно, что сумма силь измфняется по за- 
кону прямой лини; для конца балки, т, е, для = = 0, 8,_,=0, а для за- 
крнленнаго сёченя 5, ‚== -- р 
на фиг. 211 с вычерчена лимя 
суммы силъ. 

Н»ъсколько сосредото- 
ченныхъ грузовь. 1) Из- 
гибающ!й моментъ. Про- 
ведемъь сЪчене #, фиг, 2064, и 
возьмемъ сумму моментовъ всЪхъ 
силъ, дЪйствующихъ справа отъ 
даннаго сВченя, тогда. 

М, =-= РЕ -+Р, (&— а} + 
= Ре— а,). 

Это выражеше, состоящее изъ 

трехъ членовъ, легко построить 

трафически, что и сдфлано ва 

фиг. 2118. Какъ видимъ, линя Фиг, 211, 

моментовъ состоитъ изъ трехъ 

участковъ прямыхъ лин. Наибольшее значене 4/. принимаемь въ 

закрфиленномъ сфченм, когда х = 


м = РА +Р, а) + Р, в). 


=+р, 
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2) Поперечная сила, Сумма силъ, дёйствующихъ справа отъ сЪче- 


ны &, равняется: 
0. = 


. Р-Р --Р: 

Графически законъ измфненя суммы силь изображается ступенчатою 
линею, Фиг. 211 в. 

Изгибающ моментъ легко выразить въ вид величины части 
площади даграммы суммы силъ, лежащей вправо отъ сфченя х. 

Равном 6рно распредЪленная нагрузка. 1) Изгибаю- 
щ!й моментъ. По общему методу проводнмь сБчеше # и беремъ 
сумму моментовъ внёщнихъ силъ, 
дъйствующихъ справа отъ сче- 
ня (фиг. 207 в); для этого слу- 
чая изгибающй моментъ будетъ 
равняться моменту развнодЪй- 
ствующей нагрузки, равном®рно 
распредвленной по участку х 
(относительно центра тяжести 
того же сфчешя #), т. е. 


ки 


ОАО 


М. = +. > . (37) 


Съ увеличенемъ х моменты 
растутъ, причемъ законъ измЪ- 


&) 


г 
ЧЕ, т И нешя моментовъ, какъ показы 
мох ваетъ уравненге (37), выражается 


параболой. Вершина ея соствЪт- 
ствуетъ свободному концу бал- 
Ки, гб и Ои 1/ = 0; наибольшая величина, соотвЪтствуеть за- 
крёпленному свченйю, для которато 2 ==Ри 1[„„== +=. На фиг. 
212$ сдлано графическое построевше лини моментовъ, а на фиг. 2126 
показанъ простой способъ построен!я параболы“). 

2} Поперечная сила. Проведемъ сёчене #, фиг, 212а, и опре- 
д®лимъ сумму силъ для этого сВченй, т. в. сумму всвхъ силъ, дЪй- 
ствующихъ справа отъ него; эта сумма будетъ равняться: 

&. = -+ ра. 

Смвшанная нагрузка. 1) Изгибающ:й моментъ, Пусть 

на балку, закрЬпленную однимъ концомъ, дЪйствуетъ приложенный 


Фиг. 212. 


*) Вершина въ точкВ 0; точка 4 принадлежить парабол8. Дёлимъ гори- 
зонтальную и вертикальную лиШи на одинаковое число равныхъ частей (въ 
данномъ примёрЪ на четыре) и ставииъ соотв®тствующе нумёра, какъ пока- 
зано на фиг. 207 с, Точки дЪлешя вертикальной лиши соединяемъ съ вершиной, 
а изъ точекъ дФленя горизонтальной лиШи проводимъ перпендикуляры: пере- 
сВчешя лин съ соотвфтствующими нумерами и будутъ точками параболы. 
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къ другому концу сосредоточенный грузъ п нагрузка равномбрне 
распредфленная по всей. длинф балки, фиг. 212а. Наибольшй изги- 
бающй моментъ будеть соотвЪтствовать закрбпленному сфченно, & 
именно для этого сЪченм 


Ме мы.. (38) 


Фиг. 213. Фиг. 214. 


Графически величины моментовъ опредъяяются суммой ординатъ 
прямой лини, построенной для моментовъ отъ сосредоточеннаго груза, 
и ординатъ параболы, построенной для равном$рно распредбленной 
нагрузки, фиг. 2136. 

2) Полеречная сила. Точно также сумма силъ для каждаго сЪ- 
ченя можетъ быть составлена отдльно для равномфрно распредфленной 
нагрузки и отдфльно для сосредоточеннаго груза. Лия суммы силъ 
для этого случая построена на фиг. 2136. Для удобства построене 
обихъ линй сдзлано по об стороны оси балки, 


Примфры. 


1. Балка, задвланная неподвижно однимъ концом въ 
стёну имветъь пролетъ 2 метра. На балку д% йствусту рав- 
помврно раслред% ленная нагрузка 3 тонны на пог, метръ п 
сосредоточенный грузъ въ 1 тонну, приложенный на раз- 
стоянти 1,5 м. отъ ст®ны. Требуется найти наибольший изгибающе мо- 
ментъ: 


В 
М+М; 


)-представляеть собою полную равномФрно распредфленную нагрузку на 
балку. Подставляя значеня (въ килограммахъ и сантиметрахъ), найдемъ: 


Миа == 1000 . 150 - 3000.20. ра = 150 000 -+- 600000 =.750000 к, си, 
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2. Балка ИС задфлана однимъ концом, въ ст®ну, гдЪ имфетъ дв опоры 4 
и Ву краевл, стфны. Кром собственнаго всп у кгр. на погонный метръ на 
балку дъйствусть грузъ Р, расположенный на ся правояъ кони. Опредблить 
реакцию опоръ, наиболышй изгибающй моментъ и поперечную силу, 

Для опредвлешя сопротивленя опоры В возьмемъ сумму моментовъ внфи- 
нихъ силь относительно опоры А, полагая что сопротивлене опоры В напра- 
влено вверхт. 


М.= Ри В.а= 


на 
в: $ С. 
{ га) а 
Знак плюсъ показываеть, что сопротивлеще опоры В направлено ДЪй- 
ствительно вверхъ. 


Для опредвлешя сопротивлешя опоры 4 беремъ сумму моментовъ вифш- 
нихЪ силъ отиосительно опоры В. 


и=ра-д-ки | _- 4) +- да, 


откуда 
в= 


тдЪ предположено сначала, что сопротивлене опоры А течетъ въ одну сто- 
рону съ сопротивлетемть опоры В. 
7 Изъ поспфдняго уравнешя находим: 


== [2+ я 


откуда видимъ, что предположене 
была сдвлано неправильно и соаро- 
тивлеще опоры 4 течетъ внизъ, такъ 


% 
какъ въ данномъ случаз знакь пе- 
редъ выражещемъ отрицателенъ. 
в : 
что сопротивлене опоры А измВ- 
у 


р-н, 


А й 


| 
= 


Изъ послдняго уравненя видно, 
нить свой знакъ, т.е. будеть напра- 
влено вЪ одну сторону съ ПВ, если 
окажется 


+в 
| гдФ @ есть собственный вст балки, 
| / теб=и, что будеть при боль- 
‚ шоиЪ @ и сравнительно малом 1, т, г. 
Щ когда балка, задЪланная однимъ кон- 
+ цомь, обратится въ балку на двухъ 
опорахъ съ консолью. 
фиг. 215. {[Найдемь величину поперечной 
силы. 
Для сЪченя надъ А перерёзывающая сила будеть 


94 =—4, 


т. е. отрицательна, такъ какъ А есть абсолютная величина. 
Для съченыя между Ли В 
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Для сфченя надь В, она будетъ 
Чи Е-АНЬ-ИЕРНЯ Ру @-- 4, 

т. в, положительна. 

Для сёчешя правфе В, напр. для точки, лежащей отъ -{ на х, она будеть 

9. =А--В уе РЕи (а), 
т, в, остастся положительною вплоть до праваго конца, гАё она ву, точкЪ, 
лежащей чуть чуть л№вЪе силы Р: 
Ч =А-В-ИЕР, 


а для самаго конца: 
У Ачв-ив 


Итакъ, перерЪзывающая сила измВнила свой знакъ в» сбчени надъ опо- 
рой В, а потому изгибающй моменть въ этомъ свчеши будеть наибольший 


М. Мь == — Аа, 


м, = {2+ й 1—22-и.4% 


что нашли бы взявь и моменть силъ правЪе даннаго сбчензя. 
Графическое р®Эшеше ясно изъ чертежа. 
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ГЛАВА ХМ. 


Расчетъ прочности изгибаемыхъ балокъ. 


98. Основная формула повфрки при изгибЪ. 


При расчет5 прочности изгибаемой балки, для повфрки величины 
наибольшихь нормальныхь напряженй пользуются выведенной выше 


формулой 


м 


= 


@) 


ТИ > бен 


Заъсь М наиболышй изгибающй моментъ въ томъ сфченм, для 
котораго производится повфрка прочности. Очевидно, что для балки 
<ъ постояннымь счешемъ это будетъ, сёчеше въ которомъ изги- 
бающ моментъ прюбр®таетъ наибольшее возможное значене. До- 
пускаемое напряжеще }, обычно для деревянныхь и металлическихь 
брусьевъ (за исключенемъ чугунныхъ) принимается тоже, что для ра- 
стяженя и сжат, хотя по существу слфдовало бы принимать на- 
именьшее изъ нихъ. Такъ оно и дьлается для чутунныхъ балокъ, 
такъ какъ чугунъ, какъ извфстно, сопротивляется растяженю въ н%- 
сколько разъ хуже нежели сжатно. При выборв величины # необхо- 
димо руководствоваться всёми соображенями объ усталости метал- 

` ловъ и о назначени сооружен. Приводимъ средня употребительныя 


нормы. 
Таблица 00. Допускаемыя напряженя при изгиб. 


Въ кгр. на кв. см. 


Статическая | Перемёиная, | Перембнная 


Матергалы постоянная | но одноимеи- | разназначная 
. нагрузка. ] ная нагрузка, матрузка, 
Сварочное желз0.,.... 750—000 600-750 400—600 
Литое желззо........ 9900—1200 600—900 600 
Литая мягк. сталь. ..... 1200—1500 800—1200 600—800 
Стальный отливки... ...- 750—1000 600 400 
Чугунъ (растян, фибра) ... 400 | 250 150 
Дерево и... 100 75—90 60 


ЭСНОВНАЯ ФОРМУДА ПОВФРКИ ПРИ ИЗГИБЪ. 243 


Для другихъ матераловъ слфдуеть руководствоваться данными 
указанными въ главЪ УП. См. табл. № 16. 

Если брусъ имфеть такую форму, что его ось располагается по 
<серединф высоты, то моментъ сопротивлемя И” общ для верхняго 
и нижняго основан с3- 
ченя и напряжейя въ 
верхних и нижнихъ 
крайнихъ фибрахь 6у- д 
дутъ равны по абсолют- 
ной величин» см. фиг. 216 
[хотя и знакоперемфнны]. фиг. 916, 

Въ этомъ случа, какъ ` 
уже было указано, стр, 173, моментъ сопротивленя равенъ моменту 
инерщи дфленному на половину высоты бруса, т. е. 


(2} 


Если же свчеше несиметрично относительно нейтральной оси какь 
напр. одно изъ указанныхь на фиг. 217, то необходимо опредфлить 
моменты сопротивленя для верхней и нижней граней, т. е. 


1 


У, = 


При этомъ очевидно въ данномъ случав ИУ, для лЪваго чертеже 
есть пупилит и 1’, тахирит, а для праваго обратно и какъ видно 
изъ начерченныхъь д’аграммъ, а равно слздуетъ и изъ основной Фор- 


5. 


5, у <. 
фиг. 217. 

мулы для повфрки — наименышему моменту сопротивленя И соот- 
вфтствуетъ наибольшее напряженге, а наибольшему моменту сопро- 
тивленя — наименынее напряжене. Изъ этихъ же формулъ и д#а- 
траммъ понятно, какъ слбдуетъ располагать нессиметричныя отно- 
сительно нейтральной оси сфчешя, если изгибаемый брусъ сдзланъ 
изъ матерала, вопротивляющагося различнымъ образомъ растяже- 
вю и сжатю. Такъ напр. очевидно, что если предположимъ изгибъ 
чугунныхь брусьевь такой при которомъ въ изображенныхъ на 
фиг. 217 сфченяхьъ вытянутыми будуть нижня волокна, то очевидно 
необходимо повернуть сВчене такъ, какъ это сдБлано съ треуголь- 
16* 
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нымъ сБчешемъ, а не поворачивать сфченя такъ, какъ изображено 
правое съчене, такъ называемое однотавровое. 


99. О формахъ сЪченя. 


Изт, основной формулы (1} для повфрки изгибаемаго бруса видно, 
что нанбольшее напряжене, сравнизаемое для повЪрки прочности съ 
допускаемымъ, убызаетъ съ увеличемемъ момента сопротивлевя #7. 
Съ другой стороны И’ можетъ измЪфняться безъ измзненя величины 
площади поперечнаго сЪченйя, т. е. при данномъ вЪсВ балки (пропор- 
шональномъ площади попер. с®ченя} и стало быть при опредфлен- 
номъ количествЪ матерала — моментъ сопротивлешя сБчешя можно 
увеличить цфлесообразнымь расположенемъ сёченя относительно ней- 
тральной оси (т. е. также относительно плоскости дБйстая вн®шнихь 
силъ), а равно ц®лесообразною формою самого сёченя. 

Разсмотримъ сначала два одинаковыхъ по площади и виду сфче- 
ня, расположенныхь различнымъ образомъ относительно плоскости 
изгиба фиг. 218. Для расположения а) имфемъ 


2 №, 
, 8) р 
Е : 
=} + при расположен Б) 
| я 52 
ру’ .. 
Е у 6’ 
й отношене перваго ко вто- 
рому 
ить 
Фиг. 218, ие (3) 


т. е. при изгиб» прочность одного и того же бруса при расположе- 
ни длинной стороной параллельно плоскости изгиба. будетъ во столько 
разъ больше нежели при расположени длинной стороною плашмя 
[отн. изгиба] во сколько ширина бруса больше толщины. й 

ДалЪе, если мы увеличимъ нысоту # на черт, Ъ} сохраняя туже пло- 
щадь, т. е. соотв$тственно утоняя сЪчеше, то мы еще боле увели- 
чимъ моментъ сопротивлен!я площади, однако утонять можно лишь 
до извбстнаго предбла, такъ какъ при дальн®йшемъ утонени сБчеше: 
потеряетъ жесткость въ боковомъ направлении и будетъ неустойчиво. 
Практически ширина сфченя не должна быть мензе в отъ пролета 
балки. 

Вообще очевидно, что моменть сопротивленя, пропоршональный 
высотЪ сфченя, будетъь увеличиваться съ увеличенемъ высоты при. 
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сохранени той же площади; поэтому для полученя выгоднаго, въ 
смысл величины момента сопротивленя, сёченя необходимо мате- 
р'аль сфчены удалять отъ нейтральной оси. 

Такъ напр. понятно, что кольцеобразное с6чене будетъ выгоднъе 
сфчешя въ видф сплошного круга той же площади. Увеличнвая ра- 
дДусъ и уменьшая толщину кольца мы будемь получать все боле 
выгодное сфчене, однако предфломъ утоненм стфнокъ будутъ кон- 
структивныя соображешя: стёнки должны быть достаточно толсты, 
чтобы противостоять вдавливанйю или коробленю. 

Исходя изъ высказанныхъ соображенй приходимъ къ сЪченню ко- 
робчатаго типа фиг. 219, а соединяя 06% вертикальныя стфнки въ 
одно ребро—мы получимъ нмфЪющее обширное примёнеше въ прак- 
тикЪ двутавровое сёчене; сдвигая же полку въ одну сторону по- 
лучимъ корытную профиль, 

Указанныя сЪченя будуть разумфется также тфмъ выгоднъе, 
чБмъ меньше матерала будетъ ОНИ 
въ ребрЪ, однако какъ и выше— 
здЪсь наименьшей толщин% ребра 
ставятся практическе предфлы | 
для жесткости сзченя, для отсут- 
стая коробленя и наконецъ для Фиг. 210. 
достаточной сопротивляемости 
срёзывающимъ усилямьъ, иизющимъ-——какъ извёстно-—наибольшее зна- 
чене въ нейтральномъ слоЪ, 

Для сравнешя вытодности съченй, иногда опредёляютъ отношене 
момента сопротивлея къ величинё площади поперечнаго сЪченя. 
Такъ какъ моментъ сопротивлешя выражается въ см, а площадь въ 
см?, то частное получится въ см. Чтобы для сравнеНя имЪть коли- 
чество, независящее отъ единицъ измфрещя, удобнфе дЪлить У’ на 

. 


Уз, т.е, смз на {(см?}. 
Напр, для квадратнаго сёчемя со стороною Б-удфльный мо- 
ментъ сопротивлентя будетъ 


0,1667. 


И: Ив 


Для кругового 
т: 


Отсюда видно что при одной и той же площади сЪченя, т. е. при 
одномъ и томъ же объем, брусъ круглаго сЪченя имбеть меньший 
моментъ сопротивленя чёмъ брусъ квадратнаго сЪченя. 

Бсли же брусъ квадратнаго сфченя повернуть такъ, чтобы пло- 
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скость изгиба проходила черезъ одну изъ его дагоналей, то удЪль- 
ный моментъ сопротивленя оказывается 0,118, т. е, такое сфчеше 
еще менЪе выгодно чЪмъ круговое. 
Относительно выгодностн увеличены сЪченшя въ вышину слЗдуетъ 
оговориться. Можетъ оказаться боле 
9.2221 выгоднымъ удалить части сЪченя наи- 
--. болЪе удаленныя отъ нейтральной оси. 
Такъ если въ сёчени фиг. 220 
отрЬзать треугольныя кромки то мо- 
ментъ сопротивленя увеличится, если 
только срёзка по грани не превзойдетъ 


ы 1 
отъ ширины всей грани. 
фиг. 220. 9 р т 
Подобное же происходитъ въ св- 
ченм круга, если срёзать сегменты высотою до 0,222 (т. е. ращуса 


круга). 
Указанное явлеше вообще имфетъ м очевидно тогда, когда 
моментъ инерщи сченЯ при срёзкЪ уменьшится относительно менЪе, 


нежели уменьшится высота сВченя. 


100, Брусья равнаго сопротивленйя, 


Изъ общей формулы для повфрки прочности изгибаемаго бруса 


слфдуетъ, что вслздстые перемЪннаго значемя М, при постоян- 
номъ момент сопротивленя сфчешя /—напряжене с будетъ раз- 
лично и стало быть брусокъ, будетъ имёть заданный запасъ проч- 
ности лищь въ одномь сБчени, а во всЪхъ другихъ сЪчешяхъ за- 
пасъ будетъ больше требуемаго, иначе говоря въ бруск® съ постоян- 
нымъ съчемемъ всегда (въ виду перемфнности 41/} будетъ излишний 
запасъ прочности, Для того, чтобы имть наиболфе экономичное рЪ- 
шене необходимо въ изгибаемомь бруск® изм®нять сбчене такъ, 
чтобы моментъ сопротивлен сфченя измЪфнялся пропорщонально 
измзненно изгибающаго момента. Пусть № есть моментъ сопроти- 
влешя въ какомъ-либо опредфленномъ сЪчени съ извфстнымь изги- 
бающимъ моментомъ 11; М будеть изгибаюний моментъ въ иско- 
момъ сЪченм и И моментъ сопротивленя этого сфчены; тогда оче- 
видно необходимо имфть 

м 

м, 


и стало быть 
Му. 4) 
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Это общее уравнеше пригодно для ршен:я задачи при произвольной 
формБ сёченя. Приведемь характерные случаи для прямоуголь- 
наго сфченгя. 

1) Брусъ зад ланный одннмъ концомъ. 

2) Сосредоточенный грузъ ва концЪф, 

Имфемъ для сфченя эъ точкЪ задёлки 


По? 
= и 5" : 
слдовательно по уравненйо (4) 
1— ыл — 
№ —.Р —— 2-е = ыы 


Если основане 5 
<$чени должна быть: 


$, т. в. посточнно, то высота въ произвольном 


#— 
р 


т 


откуда видно, что высота сфченя должна измняться по параболь 


Фиг. 221, Фиг. 222. фиг. 223. 


Если высота с®чещмя постоянна т. в. й 
является ширина бруса, то 


„ а перемфннымъ 


1—2 


[С 
: 2.7... 
те. ширина бруса должна измбняться по закону прямой см. фиг. 


Наконець если и высота и основаше м8няется, такъ чтобы отно- 
шене между ними оставалось постояннымъ, т, г. 


то 


т. е. стороны сфченя изм®няются по закону кубической параболы 
$) Равном$рно распредвленная нагрузка. 
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Имъемъ по уравнению (4) 
Зри Ве 
= ^ 2 Г’: 


откуда 


Фиг. 224. 


При постоянной высот$ Я = 


слздовательно ширина 5 измФняется по параболической кривой 
см. фиг. 225, 

Наконець само сЪчене сохраняетъ постоянное отношене между 
шириною и высотою т. е. 


то 
у 


причемъ для бруса получится форма фиг. 226. 

Если вычислить объемы брусьевъ равнаго сопротивленя, то полу- 
чимъ отнощеше ихъ объемовъ въ порядкЪ фиг, 221 до 226, 

1) Для сосредоточеннаго груза: 


УР. РР, = 2:21. 
2) Для равном$рно распредленной нагрузки: 


Т.Р, : ТР: ТР, == АЕ, Ч 
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101. Расчетъ клепаныхъ балокъ. 


Клепаныя балки состоятъ изъ вертикальнаго ребра, къ которому 
преклепаны такъ называемые поясные уголки; къ послЬднимъ м0- 
гут быть приклепаны горизонтальные поясные листы въ необходи- 
момъ—соотвФтственно дфйствующему изгибающему моменту и допу- 
скаемому напряженто,—числЪ. На фиг. 227 изображена половина с*- 
чешя и часть фасада клепаной двутавровой балки. Всё части скле- 
панной такимъ образомь балки работаютъ какъ одно цфлое. Необхо- 
димое для этого количество заклепокъ въ прикрфплени уголковъ къ 
ребру расчитывается на разность усилЙ въ двухъ смежныхь сфченяхь 
взятыхъ на разстоянН!и «шага» заклепокъ. Сначала разсмотримъ этотъ 
расчетъ, а затЪмь займемся расчетомъ самой балки. 

Возьмемъ въ съченяхъ ив и зил, дв элементарныя площадки 
@ш въ разстояни # отъ нейтральной оси; разность усилЙ приходя- 
щихся на площади будетъ 


(2 — М) 
7 


4. 


(< — = 


Чтобы получить силу ТГ, передаю- 
щуюся на закленку нужно просумми- 
ровать эти элементарныя разности, 
причемъ суммироване допжно быть 
распространено на всю часть скрёлляю- Фиг. 227. 
щуюся при помощи данной заклепки 
къ остальной части, т. е. на площадь обоихъ уголковъ съ горизон- 
тальнымъ листомъ, т. е, 


‚М Г #10 = ии 8» 


гдВ 55, есть статически моментъ присоединяемой части, т. в. двухъ 
уголковъ съ соотвтственнымъ числомъ поясныхъ листовъ—относи- 
тельно нейтральной оси, Припоминая (80), что 


М, —М=АМ = 94», 


тдЪ @ поперечная сила въ данномъ сёчени и полагая для даннаго 
случая 4х —е, найдемь 


[а 
т 


При перем®щенйи уголковъ относительно стЪнки, заклепка должна 
срФзаться по двумъ плоскостямъ, поэтому если принимать равном р- 
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ное распредфлене софзывающаго напряженя + по сВченйо заклепокъ, 
то при даметр» заклепки 4 


Откуда напряжене 


(5) 


разстояще между 


а при данномъ допускаемомь напряжени 


поясными заклепками 
17 

= Г“. 6 

= 208 {6) 


Въ дьйствительности разстояне в выбирается по конструктивнымъ 
соображенямъ въ предвлахъ отъ 4 до 6 даметровъ заклёлки, при- 
чемъ дфлается обыкновенно оцинаковымЪъ на протяженм всей длины 
балки. . 

Клепаныя балки расчитываются на наибольия нормальныя напря- 
жены (т. е. на напряжешя въ крайнихъ фибрахъ поясовъ) но кромф, 
того сяъдуеть провфрить, во-первыхъ касательныя напряженя въ 
нейтральномъ слоЪ, а во-вторыхъ изелФдовать наибольшия главныя 
(косыя) напряженя, имфющуя наибольшее значеше обычно въ м%стъ 
соединеня ребра съ уголками. Опасныя сЪчен1я для наибольшихъ нор- 
мальныхъ и касательныхъ напряжен иэзвфстны заранфе, какъ то 
выяснено въ предшествующей главЪ, причемъ первое изъ нихъ бу- 
детъ всегда гд®-либо близъ середины пролета (для балки свободна 
лежащей на двухъ опорахъ), а второе тдз-либо близь опоръ. Что 
касается косыхъ напряженй, то с®чене, для котораго производится 
повфрка, должно быть выбрано ощупью, такъ какъ въ выражене для 
наибольшаго косого напряженя какъ извёстно, входить какъ нор- 
мальное, такъ и касательное напряжене. Въ неразрёзныхъ балкахъ 
опасныя сВченшя для наибольшихъ нормальныхь и касательныхъ на- 
пряженй совпадають-—они располагаются надъ промежуточными оло- 
рами,—въ этихъ сёчешяхъ очевидно нужно повзрить и наибольния 
косыя напряженя (см. слВд. главу № 108). 

Для пов$рки на нормальныя и касательныя напряженя по фор- 
муламъ, 


= 


: зы ит. . 
ее; 


87 
прежде асего необходимо вычислить количество Г, 7 и $. `Вычисле- 
Яя эти проще всего производить пользуясь готовыми лаблицами *) 


*) См. таблицы Зубова для опредблены моментов» инерщи ит. д; Вёбт 
цп4 /ойл УНедегзатазтотет в. и др. 
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или какъ указано выше (глава ХН). При вычислени моментовъ инерши 
принимаютъ во внимане ослаблене сфченя 
заклепочными отверстями, 

Всего лучше уяснить себф ходъ раз- 
счета на примфрЪ. Пусть наибольшй изги- 
бающ моменть М = 66440 клг. м., т. 6. 
6644000 ктр. см. и наиболыная попереч- 
ная сила @ = 4100 кгр. Принято сфчене 
балки состоящей изъ ребра толщиною 
4=9 мм. и высотою 820 мм.; двухъ паръ 
поясныхь уголковъ 100 на 100, толщиною 
11 мм, и двухъ паръ поясныхь листовъ 


450-— 


э' 
ты 
Зее а 9 


Е 
од, 


| 
ше 


а - 
р 
, 


230 мм. толщиною по 10 мм. Заклепки 
маметромъ == 19 мм. (3|,"). Фиг. 228. 
Моментъ инерцри *) 
Ребро...ТГ=.... 2.20677 = 41354 смл 
Уголки ..Ё .... 4.30678 = 122712 » 
Пояса... 11 =..2.2,3.35287 = 162320 » 
Моментъ инерщи с5ченя относи- ^ 
тельно нейтральной оси БгаЦо Г,, = 326386 см. 


Ослаблене заклепочными отверстями (по формулз Х == в”*) 
Стънки; 2.1,9.0,9.9% (12 + 22-4 32 + 4") == АЛ = 8311 сми 
Верт, стВн. уголковъ 4.1,9,1,1.362 — АТ == 10835 » 

9146 см. * 


3747 » 
26818 »ь 


Итого. . 
Гор. палокъ уголковъ 4.0,19.18 088 
Гориз. листовъ 2.2.0,19.35 287 


Полное наибольшее ослаблеше. ... 


Такимъ образомъ наименьшй моментъ инерщи сзченйт 
Т=Т, —41 = 326386 — 40565 == 285821 см.'. 


При этомъ моментъ сопротивленя 


2 285821 
Т=у= в =6647 см? 
Статическе моменты 
Ребро еее ень я 
Уголки еее 
Листы еее еее» 


Статическй, моментъ инерци половины с3- 
ченя относительно нейтральн. оси... ... Й == 4286 см 


*) По табл. Зубова. 
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При этихь условяхъ: наибольшее нормальное напряжеше 


М 6644000 
17 = 76647 == 999,5 к/с." 


что меньше допускаемыхъ А = 1000 к/см.? 
Наибольшое касательное напряжеще въ нейтральномъ слоф 


6 598,5 к/см.2, 


что меньше допускаемыхъ на скалываше въ стёнкахъ 
ПовЪрка на косыя напряжены, если с®ченя съ мах № и тах 9 не 
совпадаютъ, производятъ какъ уже замчено—по соображенйо въ воз- 
можно наиневытоднИшемьъ сёчени. Такъ напр. для балки свободно 
лежащей на двухъ опорахъ подъ однимъ изъ грузовЪ, лежащихь при- 
близительно на '|, или |, отъ опоръ. 

Пусть въ нашемъ случа для принятаго въ расчетъ сфченя М, = 
= 4242 000 ксм/и @ = 26100 кгр.; тогда по формул% (82, 27) 


я 


наибольшее косое напряжене будетъ на высот ряда заклепокъ, при- 
кр8пляющихъ уголки съ листами къ ребру. При этомъ # = 36 см. и 
8"; = 1598 — 1932: 


4242000, 36 


Вы . 
285 891 534 к/см, 


98, _ 26100. 3530 
ЗТ = 09. 285821 


= 358 к/см.? 


Опредзленное такимъ образомъ касательное напряжене будетъ не 
вполнЪ точно, именно онъ будетъ меньше дЪйствительнаго. Его сл®дуетъ 
во-первыхъ увеличить за счетъ уменьшеня площади, на которой распре- 
дфляются касательныя напряжения вслЪдстве вычета отверстя на за- 
клелки, Такъ, если разстояще между заклепками прикриляющими 
уголки къ ребру будетъ 54, то исчисленныя выше напряженя надо 
увеличить въ отнощени 


— 5—5. 
@ 4974’ 


Во-вторыхъ къ напряженю нужно прибавить касательное напряжеше 
въ самомъ ребр%, если-бы отсутствовали уголки съ поясами, т. е. 
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принять во внимане статически моментъ ребра выше лин закле- 
локъ. Въ данномь случаъ онъ составить 5. 173 см. 
Такимъ образомъ: 
о (бе 26100 35304173) 5 _б 5 _ 
РИ а 0.5. 285321 ‘4 4 
= 470 к/см.з 


СлЪдовательно наибольшее скалывающее напряжене 


У 


” — 808 к;см.?, что « с. 


Фиг. 229. 


Изслъдованя какъ въ данномъ сфчени по его высотЪ измняется 
косое напряжене с’ весьма наглядно можеть быть произведенб гра- 
фически. 

На фиг. 229 площадь, ограниченная кривой 2'1200,ВО изображаетъ 
извЪстную датграмму касательныхь напряжений; сравн. фиг. 151. Линя 
{2Т, маграмму нормальныхъ напряженйй, а абсциссы лини ОП составляютъ 
половину абсциссъ линм ОГ, Сначала радусомъ О, Вт засЪкаемъ изъ 
О, какъ центра на лини О, Ы точку #7. ЗатЪмъ / соединяемъ съ О., Изъ 
точки О, расположенной на пересфченйи ОП съ волокномъ, для котораго 
ищемъ косыя напряжешя какъ центра, засЪкаемъ радусомл> равнымъ 


о,Н = И? -- ‚== 


окружность. Тогда отрёзокъ 0,К по величин® дастъ косое напря- 
жене о’ въ данной точкф О, сВченя. 
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102. Расчеть сложныхъ деревянныхъ брусьевъ. 


Въ предыдущемъ уже было выяснено (см. стр. 183), что два бруса, 
положенные одинъ на другой, при изгибЪ работаютъ независимо одинъ 
отъ другого, а потому при исчислени момента сопротивлея нужно 
сосчитать моменты сопротивленя каждаго бруса въ отдфльности и 
ихъ сложить или удвоить, если брусья были одинаковы. Такимт. обра- 
зомъ найдемъ напр. для двухъ прямоугольныхъ брусьевъ одинаковой 
ширины и высоты 

в _1 
Ж=2 5 =3 В; 
между тЪмъ, еслибы брусья работали совмёстно какъ одинъ, то мо- 
ментъ сопротивлешя быль бы 


Отсюда ясва необходимость принятя м®ръ къ тому, чтобы брусья 
работали совмБстно. При изгибз напр, бруса положеннаго на даЪ 
опоры отъ нижнихъ волоконъ верхняго бруса вытягиваются, а верхня 
волокна нижняго бруса сжимаются и слёдстыемъ этого является 
скольжене верхняго бруса по нижнему отъ середины къ опорамъ. 
Для устранен этого скольженя брусья соединяются какъ указано 
на фиг. 230 или при помоши зубьевъ, или помощи шиюнокъ. Плот- 
ность соединеня достигается свинчиващемъ брусьевъ болтами, прохо- 
дящими черезъ щлонки или въ промежуткахъ между ними, а при 
соединени съ зубьями кромЪ того забивамемъ клиньевъ, подбивае- 
мыхъ по мфрф усыхавя зубьевъ. Неудобство устройства сложныхъ 
балокъ съ зубьями заключается въ томъ, что зубья указанные на 
фиг. 230 противодЪйствуютъ скольженю лишь при изгиб въ одномъ 
направлени и при случайныхъ ошибкахъ въ укладк№ или возмож- 
ности появленя моментовъ обратнаго знака, зубья не окажутъ оче- 
видно никакого противодЪистяя скольжентю. 

Для опредЪленя разм$ровъ зуба служитъ выведенное выше основ- 
ное выражене для разслаивающаго напряжены (81, 15} 


<= 95 
1’ 
въ данномъ случа пробрьтающее значеще 
=_3% 
Г" 
Количество @ — поперечная сила измВняется по длин® сбчешя, — 
для расчета принимаютъ его постояннымъ на протяжени длины зуба, 


причемъ разумзется берутъ наибольшее значене. 


5 


я 
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Назовемъ длину зува черезъ в, высоту черезъ @. Скалывающее 
усиле передается смежному зубу при помощи вертикальной грани 
высотою 4, размЪры которой должны обезпечивать отсутстве смина- 
ня. Съ другой стороны скалыван{е зуба происходитъ по плоскости еб 
гдВ Ф ширина ` бруса. Приразнивая оба сопротивлен!я--скалызанйю 
сминанйо, найдемъ (#, допускаемое напряжене на смят{е) 


5.6 = 1,46. 


Сокращая на В и подставляя значене *, 


31, ва 
е 30 
50 кгр на кв. см., а потому 
100. 2% 1 
30“ 


Изъ этого выраженя вслФдстве перемфнности О—видно, что раз- 
стоянше должно изифняться, причемъ наименьшее разстояе между 
зубьями получится тамъ, гдВ © == тах.; напр. въ балк® свободно лё- 
жащей ва двухъ опорахъ—надь опорами; однако. для простоты дф- 
лаютъ это разстояне по всей длин® балки одинаковымъ, принимая 
для е штитот, т. е. то разстояше, которое получается для наиболь- 
шаго () (надъ опорами). 

Для расчета шпонокъ можеть служить подобное жеё выражен, 
но если черезъ 4 названа высота шпонки, то слёдуетъ принять во 
знимаше передачу сминающаго усия на половину высоты &, т. е, 


‚= 50 

ЕЙ 

Ширина шионокъ е, дЬлается отъ 5 до 74. причемь обеспечи- 

вается ея прочность на скалыване, такъ какъ отношеше между 

сминающимЪ и скалывающимъ напряжешемъ будетъ какъ 1 къ 10, или 

14, а отношеше между сминающимъ и скалывающимь допускаемымъ 
сопротивлешемь #, къ №, не превосходить 8, или 10. 
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103. Расчетъ на изгибъ желфзо-бетонныхъ плитъ и балокъ. 


При расчет на изгибъ предполагается, что бетонъ сопротивляется 
лимь сжатйю, а желЪзная арматура воспринимаетъ растягивающ 
усиля, При непрерывности распредфлевя скимающихъ напряженй, 
такое предположене можеть быть графически изображено фиг. 231. 
Забъсь 1 В представляеть съчеше балки [плоскостью перпендикулярно 
къ оси балки]; лия ОС есть лишя напряженй, а площадь О 

плошадь напряженй; любая ордината, отсчитанная 

© ость сёчены ОД параллельно оси, напр, ордината о, 

взятая въ разстояни 2 отъ точки 0, проекции 

нейтральной оси, опредёляеть собою напряжене 

въ данной точкЪ; площадь ОАО изм ряетъ полное 

сжимающее усиле, т. е, содержитъь въ себъ 

столько единицъ площади, сколь‹о имЪетъ еди- 

ницъ полное сжимающее усиле; плошадь 72С-КТ, 

Фиг. 281. опредляеть собою растягивающее усиле, вос- 

принимаемое экелфзомъ. Если напряжене же- 

лзза назовемъ черезъ о, а площадь поперечнаго сЪченя арматуры 7, 
то полное усиле 2 = ,], измВряется площадью Д@КЕ. 

Принимая во внимане гипотезу линейнаго распредфлеНМ!я деформа- 
ЩИ и напряженй и отсутстйе скольженя арматуры въ бетонЪ, гра. 
фическое изображенше фиг. 231 перейдетъ въ изображене фиг. 232. 
ЗдЪсь АВи ОС изображаютъ тоже, что и раньше, съ тою лишь раз- 
ницею, что ОС есть линя деформащи, а не напряжен, лия Об есть 
линя деформащи на вытягиванНе бетона, 
напряжен!е какового въ расчетъ 
не принимается. Вслфдстве неразрыв- 
ности связи между желфзомъ и бетоном, 
ордината #, опредзляетъ собою относитель- 
ное удлинене волоконъ и бетона и желфза, 
удаленныхъ въ разстояне # отъ нейтраль- 
ной оси. При такихъ услошяхъ уравненя 

Фиг. 232. равновЪ я выводятся слВдующимъ образомъ. 

На фиг. 233, обозначаемъ Ш равнодЪиствую- 

щую, сжимающихъ давленй (въ бетон), проходящую черезъ центръ 

тяжести треугольника СОА и черезъь 2 равнодзйствующую вытяги- 
вающихъ уси, приложенную по оси желфзной арматуры. 

Изъ усломя равновЪ<я проекщи силь на горизонтальную ось: 


эго 


р’) 


0) 


Изъ услошя равновЪя суммы моментовь внфшнихъ и внутрен- 
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цихъ силъ [моментовъ внёшней и внутренней паръ силъ|; 


м=р[#- 3). (8) 


Вводя въ уравнеше линейной зависимости (фиг. 232}, 


условя упругости, найдемъ (обозначеня 
фиг. 232) 


р 
ЕЕК: =). 


Если обозначить ширину плиты (балки) фиг. 233. 
черезъ 6, то 


=Я=он, (9) 


тдЪ Г, площадь сЪчешя эжелёзной арматуры; изъ послфдняго выра- 
женя 


= (958) 


Подставляя это значеше въ пропорцию (9), найдемъ: 


9з, В, 
ТД, @—=), 
откуда 
22 2, 
Бе #—=), 


Назовемъ отношене р черезъ л, тогда можно написать ‹вадрат- 
"ь 
ное уравнеше 


аа = 


Отсюда х опредфляется въ видЪ; 


ут 
х=" [1 М1 . 90) 
ъ ПЕ, 
По опредъленю =, имЪемъ для напряженя въ бетон: 
29 _ 2М _ 


°, г: (1) 
Е 


С. Боброяек. 17 


== 


фх - 
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и для напряженя въ желёз$ 


и. (2) 


«=р= т 

ЕЁ (-з 1) 

При извЪстномЪ д и одномъ изъ напряженй находится другое 
изъ пропорщи (9), 


=. (12а) 


4, = по, = 


Для опредёленя размёровъ сёченя и арматуры служатъ слфдую- 
щзя Формулы, 

Изъ пропорщи (9): 

па, . 
=. {1255) 
в, па, 

Подставляя это въ выражен для 2/ изъ (2), въ которомъ Д вы- 

ражено черезъ о, [см. выр. (3 418)|, 


найдемъ ` 
=> а 55 3 И о (Фар: изу), 
Наконецъ опредфляя отсюда #; 
м, 3) 
„+275, 5 


Если задаться опредьленными значенями напряженй въ желЪз% и 
бетонЪ, то въ формул$ (13} останутся лишь дв перемённыя вели- 
чины и формула приметъ видъ 


(14) 


Коеффишенть х можетъ быть вычислень для любой совокупности 
напряженй о, и с, Обыкновенно его вычисляют для допускаемыхь 
напряженй и тогда нахождее высоты # весьма просто. 

Такъ напр. полагая а, == 35 кгр./см? и д, == 900 кгр./смл, найдемъ 


изъ формулы (13): 
&— 0,42 И», (14а) 


или полагая, какъ это всегда дфлается при расчет плитъ, р —=100 см. 


й = 6,042 УМ. 
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Для избъжаня ошибки въ перенесени запятой, лучше № выражать 
въ ктр. м, аб въ м., тогда, какъ для балокъ, такь и длЯ плитъ, 
формула (14) будетъ имфть видь (14а}, т. е. косффищенть < выразится 
двумя значущими цифрами сотыхъ долей, 


Площадь съчешя арматуры 2, [на ширинЪ балки #] опредЪляется 
изъ выражен (9): 


{15а} 


Подставляя сюда значене х изъ (6 1), 
найдемь: 

а 
23, (54 -+ из). 


(15) 
Вводя сюда значене # изъ (7) или (8) и задаваясь напряжентями 
Зи. 
найдемъ; 
Е. = ВИМЬ. (16) 


Напр. для в, —=35 кгр./см.? и в, = 900 кгр./см?, найдемъ, полагая 
для плиты $ = 100, 


0,038 им, 


выражая же М въ килогр. метр. и полагая 5 въ м. найдемъ, какъ для 
плитъ, такъ и для балокъ. 


Е, =0350и8, (16а) 


При расчет балокъ иногда, послф нахождены высоты #, удобнъе 
для опредфлешя необходимой площади сёченй. арматуры, вмсто фор- 
мулы (16), гдЪ требуется вновь извлечеше квадратнаго корня изъ 
новаго числа 2№$, воспользоваться уже найденнымъ значешемь # и 
опредфлить №, изъ соотношеня между №, и №. Изъ выражен (14) 
и (16) имфемъ 


85 
Е 


Называя отношене В къ а черезъ 7, 
найдемъ; 
=. ВЬ. (16 55) 


Въ формулахъ (14) и (16) и данной ниже таблиць 2, и № выра- 
жены въ см? и см. аби М въ м. и кгр. му поэтому для плитъ, 
когда обыкновенно берутъ 5 ==1 м. формула принимаетъ видъ: 


В, == ФВ. 
17 
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Для сокращеня письма назовемь еще въ формулВ (12 55) коеффи- 
щентъ при # черезъ 4, т. е, 


тв. (17) 


Наконець для опредфленя плеча пары внутр. силъ, т. е, коли- 


х 


чествай — 3 


нАПИШеМЪ 


и, для сокращен, 
ен, (8) 

Всв коеффищенты а, 8, 7,8 и для формулъ (14), (16), (16 585},(17) и (18) 
даны въ таблиц № 22, при помощи которой, для опредфленныхъ до- 
пускаемыхь напряженй а, и а„ по заданному изгибающему моменту ЛУ. 
и ширинф плиты иди балки $, отыскивается полезная высота балки 
или плиты и плошаль поперечнаго сфчешя арматуры Л. Для получе- 
Ня полной высоты балки, или толщины плиты, необходимо къ полу- 
ченной полезной высот # прибавить полудаметръ арматурнаго стержня. 
плюсъ 1,5—2,5 см. 

При повфрк® прочности существующих плитъ, или балокъ, удоб- 
не находить непосредственно напряженя ч, и з, 

Подставляя въ формулу (11) значеня изъ формулъ (17) и (18). 
найдемъ: 


в 2м У 49 


8. ИРА не ° 


Когда содержане желфэной арматуры таково, что его площадь 
сченя составляеть около 0,79% отъ площади сёченя плиты, то: 
напряженше въ бетон® по формул (13) будетъ: 

М 

—, 
в 
т. в, какъ для однородной бетонной балки, высотою равной полезной 
высотЪ сЪченя й и шириною 8. Такъ какъ въ плитахъ содержане 
арматуры весьма близко къ 0,15—0,80°%, то для приближенныхъ. 
расчетовъ рекомендуется опредФлять напряжене въ плитВ по этой 
простой формул®, 

Для приближенныхъ соображенй можно опредёлить 2, еще не опре- 
лфляя й, спЬдующимъ образомъ. Подставляя значене й изъ формульь 
{13) въ (12 5) найдемъ, по сокращенй 


м. 


( 3 Яга», Й 
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Таблица № 22, 
Коэффищентовъ а, В, 1, $ иф къ формуламъ (14), (16), (17), (18) и(16 55). 


При вычислещи количествь № и Ё, изгибающи моменть ДЕ сябдуету {при таб- 
личныхь коэффищентахь) выразить въ кгр. н. а ширину плиты или балки вл, 


метрахть. 
ия фор- КИ и 
Допускаеных | ИЯ Ф0Р | Для фор- | Для фор- | Для фор- | Для фор- 
. мулы мулы `мулы мулы 
напряжены. 


— =. Е.=Ф.№, | я=уи, е=ё 4. 


ъ ть 
бетовф | жельзь 


| {10 {10 95) [6 412) 
й 


>, °., 8= = 
ОИ Г и 

30| 045 \ 038 | 019 0,375 0,375 
$1 0,401 035 | 0,950 0,412 0,363 
40 750 0,363 0,430 | 1,185 0,444 0,852 
| 0,334 0,474 1,419 0,474 0,342 
50 | 9,310 0517 3,668 6,500 0,833 
55 | 0,24 | 0565 1,921 0,524 0,825 

| | | 
30 || 0,459 0,300 0,673 0,360 0,880 
35 1 68 6,353 6.35 | 036 | 0868 
4% 11| 30 0,367 0,397 1.088 ‹ 06429 0,857 
45 0,339 0435 (1286 0,458 0,843 
50 0,314 0,475 1,513 0,484 0,839 
55 0,282 642 | 15 0,508 0,830 
3 0,474 024 ; 0,557 0,333 0,889 
35 0,420 0,301 0,717 0,368 0,877 
40 900 0,380 0,337 0,887 0,400 0,867 
45 0,348 0,373 1,07 0,429 0,857 
50 6,322 0,407 ' 124 | 0455 0,848 
| 

20 0,685 | 0,158 0о2м | 020 | 0523 
25 0,568 | 0193 0,340 6.273 0,909 
30 0.490 0,228 0,165 0,310 0,897 
35 1000 0,433 9,261 0503 | 0344 0,885 
40 | 0,390 9,293 0750 |! 0375 0,875 
4$ ; 0357 0,324 0,908 6,403 0,866 
50 ‚0,330 5,354 103 | 0420 0,857 
30 0,519 0177 зи ! 023, 0599 
35 0,457 0,203 044 | 0304 ' 0898 
40 1200 0,410 0,228 057 | 0538 | 0889 
45 0,375 0,253 0,575 | 0,360 0,880 


50 0,345 0,277 0,803 0,385 | 0,872 
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Подставляя вмЪсто о, допускаемое напряжен!е въ предфлахъ отъ 25 
до 40 кгр. на кв. см., найдемъ, въ среднемъ, 


ДЛЯ ©, = 750 кгр./см/” значеще 2 == 0,17 у": 


‚==1000 » х == 0,15 ит: 


М 
0,14 ъ. 


= 
а 


» в =1200 ь 


Итакъ разница въ допускаемыхь напряженяхъ отражается на 
положени нейтральнаго слоя несущественнымь образомъ, 


ГЛАВА ХУ. 


Изогнутая ось. 


104, Уравнен!е изогнутой оси. 


Изогнутая ось балки называется упругою лин!ею. 
поръ мы изучали явлене изгиба съ цфлью опредбленя 


До сихь 
величины 


напряжен!й и деформацю разсматривали лишь сь точки зрня 


средства для опредъленя этихъ напряжен!й; 


предметомъ же настоя- 


щаго изсл5дованН!я является опредФлен{е зависимости между внзшними 


силами и упругою осью изогнутаго стержня. 


Пусть на фиг. 234 изображенъ участокъ изогнутой н$фкоторыми 
силами балки. Проведя два смежныхъ сфченя, въ разстояни 4# одно 


оть другого разсмотримъ деформацию 
волокна, расположеннаго въ разстоянм 2 
отъ нейтральной оси. Волокно это по- 
лучитъ удпинене А43, а ось пробр®тетъ 
кривизну измфряемую радусомъ р. Изъ 
подобля треугольниковъ-одного со сто- 
ронами ри 45 и другого со сторонами # 
и Аа найдемъ 


Львая часть есть относительное удли- 
нене &, т. е. 


и стало быть 


Вводя въ написанное уравнеНе значеше с изъ общей теор из- 


гиба, т. е. _ Ма 
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по сокращенм на х, найдем 
и) 


Назовемъ черезъ у ординату упругой линм, тогда радусъ кри- 
зизны выразится въ координатахъ = и у, какъ доказывается въ ана- 
литической геометри слёдующимь образомъ 


Г @ |" 


и (2) 


При изгибЪ изогнутая ось весьма пологая кривая, а потому если 
ординаты у отечитывать отъ первоначальнаго положен я оси стержня 
то | будеть хангенсомъ весьма малаго угла, а сл®довательно квад- 
алом этой малой дроби въ присутстви единицы можно безъ ущерба 
дия практической точности вычисленя, пренебречь тогда 

ау 
че 


(3) 


и стало быть Ф 
9 _ М 27 _ 
ет Ин м 


Это есть дифференц!альное уравнен1е изогнутой оси. 

Рашене этого уравнешя для каждаго частнаго случая нагрузки 
достигается интегрироващемъ, 

Первое интегрироваше даетъ 


ау =м 


в=| т 47 0, = 48. {5) 


Второе интегрироваше 


Че -+- бе + (,. (6) 


Въ этихъ уравнешяхь С, и С, произвольныя постоянныя, входящЯ 
черезъ интегрирозаше. Количества эти опредЗляются частными зна- 
ченями у, хи 70, что легче всего себ уяснить на частныхъ при- 
м8рахъ см. (105). 

Правило знаковъ можно установить слздующимъ образомъ. На 
фиг. 212 количества ЛГ, х, у и {94а положительны. Такимъ образомъ 
при изучени изгиба балки, задВланной однимъ концомъ при совм$- 
щени оси Х-овъ съ первоначальною осью бруса въ выражении (4] 
слфдуеть брать знакъ --. При изучени прогиба балки на двухъ опо- 
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рахь, чтобы разсматривая равновзе лфвой части, т. е. при М поло- 
жительномъ получить остальныя количества, т, в. ии туд положи- 
тельными надо взять оси У, Х, (фиг, 2125), т, е. привести изсибдоваше 
какъ указано на фиг. 212 къ прелыдущему случаю. При этому 
однако ось Х-овь уже не совмщается съ первоначальною осью 
бруса.  Обыкновенна 
располагаютъ начало р) я) | 
координатъ въ лёвой й | 
опорф, совмЗшая ось р 
Х-совъ съ осью бруса 

и направляя ось 
Т-ковъ по вертикали 
лвой опоры, т. е. 
какъ указано на фиг” 
212$ ось У’ или ось 
У’. При этихъ усло- 
вяхъ когда ось течетъ, 

въ сторону прогибовъ 

т. е. для оси У'— съ 
увеличен1емъ коли- ! 
честь в и у при ы т 
положительномъ зна- - 
чени М, тангенсъ 
угла 0 отрицателень 
и убываеть по абсо- 


лютной величин%, —_ © 


сл довательно въ ут 
Форму (5) надо Фиг, 235. 

взять знакъ минусъ, 

а въ (5) плюсъ. Если же положительное течене оси ТР’ принято вверхъ, 
т. е. взята ось У” то об формулы (5) и (6) слбдуетъ взять со 
знаками минусъ. Окончетельно правило знаковъ можно формулировать 
такъ, Въ дифференшальномь уравневи изогнутой оси надо брать 
знакъ +- или — смотря по тому возрастаютъ или убываютъ съ возра- 
сташемъ абециссы прогибъ и тангенсь угла, образуемаго касательною 
кь изогнутой оси. 


105. Частныя р$шеня. 
Балка на двухъ опорахъ съ равном рно распред%- 
ленною нагрузкою. 
Въ этомъ случаЪ, располагая оси, какъ указано на фиг. 236— 
найдемъ: ИзгибающИй моментъ 


р 
НЕ: 
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Дифференшельное уравнене изгиба, ири выбранномъ расположени 
осей 
дов 
(2%) 


Первое интегрирован! даетъ 


5 з 
Вт с, 
4х 4 
Второе интегрироване даетъ 
рр" 
Е= 24—12 + 6.2--0, 
Когда : == 0, то у также обра- 
щается въ 0; изъ этого усломя 


Фиг. 236, получаемъ С, == 0. Приравнивая 
%-=1 найдемъ у = 0, при чемъ 


а в 
0 = р — = — объ 
откуда 
с Ьв 
17 24 


Подставляя значеня О; и О, въ полученное при интегрированм 
уравнеше, найдемъ 
ея рез аз 
= Ви ре 


ти СЗВВИЕ 


Стало быть изгнутая ось стержня съ равном$рно распредЪленною 
нагрузкою есть кривая четвертой стелени. 

Наибольшее значене имЪеть мфсто ло середин® пролета. Это 
слфдуетъ изъ первой производной отъ составленнаго уравненя, зна. 
читъ изъ уравненя, полученнаго при первомт интегрирован приравни- 
вая его 0, т. е, ” 


Для этого значея 
бу 
3 = 900=0, 
4 ый 
т, в. касательная параллельна первоначальной оси бруса. 
Предпослёднее уравнене удовлетворяется значещемь д == : 
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Наибольшее значеще /— №, соотв тствующее 
стр®ла прогиба, составляеть 


р | в Н № = 5. 


2 
5, Или такъ называемая 


= мн па из) = за иг 
обозначая же полную нагрузку на всю балку черезъ 2 ==рЁ 
(7 
Балка на двухъ опорахъ съ однимъ сосредоточен- 


нымъ грузомъ по середин% пролета. 
Для этого случая имфемы: 


Изгибающий моментъ р 
ь р 
мета. о 
р | 


Для принятаго расположеня 


осей Хи У; ии ЗИ 


ВЕР —_ _ 28. фи, 237. 


Первое интегрирован! даетъ 


2 _ __ № 
ЕТ = Ч + с,, 
Второе интегрироване 
Е =— Е -- ба-+ 0.. 


Для опредзленмя произвольныхъ постоянныхъ имЪемъ: для #=0 
должно обратиться въ @ и у, т. е, 


0, =0. 


Для #=1 по симметри, касательная къ серединз упругой оси 
у 
должна быть параллельна оси бруса до изгиба, т.е. 198 = в = би 


стало быть 
РР 
44 


-в=, а=#. 


Подставляя найденныя значещя С, и С., получимъ 


Ррх Ре 


ВЫ = — ча. 
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В 
Кривая имЪетъ видъ параболы. Полагая & = Я, т. 6 для сере 
дины пролета найдемъ 


РВ 
т. ) 


Балка, задфланная однимъ концомъ съ равном $ рно 
распред 5 ленною нагрузкою. 


Имвемъ МЕР (1—2 
> 2 

Фу (—=? 

ЕГар = 


Второе интегрироваще 
ор во , 
ЕТу == -- 5 | —=з+я+ СЕ 0,. 
При д ==0 касательная сливается съ осью бруса, т. е. 


4 
з 5. , в=0 


о 
и слвдовательно 
я) — 
-х в, =0, 
® равнымъ образомь и 
{ У=0 при 2==0, 


Фиг. 238. 6, =0; 


итакъ 
ту = 2 [№ м 
Е = ( 231 12/ 
Полагая х == 1, найдемъ наибольшую стрфлку прогиба. 


в й ву 1 1 2 2 
, = ) 2-ти © 


зенит и’, 


гдЪ Р есть полная равномфрно распредфленная нагрузка. 
Балка закрфоленная однимъ концомъ съ однимъ 


грузомъ на кони%. 
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Имемъ: 


М=Р (1-2) 


Для 


имфемь [ |’ 
41 — 00-0 =0 2 
а в ‚ тес 


и 
У=0, Т.е, 0, =0 —^ 
: 
поэтому окончательно | м 
Е 
Ей=—Р ( =- О Фиг. 239. 
Стр8ла прогиба { при = == будетъ 
1 РВ р 
у= г. [< 


Интегрировае дифференщальнаго уравненя въ болзе сложныхъ 
случаяхь, принимая во внимаше необходимость опредфлешя иногда 
значительнаго числа перемёиныхь мезависимыхь является весьма 
утомительнымъ, почему прибЗгаютъ къ инымъ болЪфе простымъ и на- 
тляднымъ способамъ, а главное допускающимъ возможность быстрой 
повзрки. 


106. Опредёлене прогиба помощью площади моментов. 


Воспользуемся уравнешемъ (1), слдовательно ршимъ задачу не 
прибзгая къ помощи дифференщальнаго уравненя упругой линм. Оси 
координатъ расположимъ такъ, чтобы ось Х совпадала съ касатель- 
ною къ упругой лини, &7@ для которой обращается въ 0, а 0 У 
направимъ перпендикулярно къ оси бруса и течеше примемъ въ сго- 
фону отсчета прогибовъ у, т. е, напр. какъ указано на фиг. а; 
эти условя удовлетворяются при изслфдовани прогиба балки, задЪ- 
ланной однимъ концомъ, на которую дЪйствуеть нЪкоторая произ- 
вольная нагрузка” Пусть ось Х есть первоначальная ось бруса до 
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изгиба. Проводимъ рядъ СВчешй ца, 806, сб и т. д. въ разстояни 
А} одно отъ другого и опредфлимь для каждаго изъ нихъ изгибающй 
моментъ. Отложивь отъ точекъ а, 2, си т. д. величины соотвЪт- 
ственныхь моментовъ по вертикалямъ надъ осью Х, соединивъ концы 
этихъ ординать кривой, получимъ такъ наз. кривую моментов ВС. 
Въ подходящихъ случаяхъ разумфется лиШя моментовъ можетъ быть 

аве построена и графически въ 


| | | | видв многоугольника момен- 
О товъ. Пусть линя АД, В изо- 
паЕ т! бражаетъ изогнутую ось бал- 
поле ки; тогда а, будетъ положене 
точки а ПОСЛ изгиба, точка 
$, положеще точки $, точка 
38. в, - точки сит. д. 

Съ точностью до величинъ 
высшаго порядка малости, 
ввиду незначительности пол- 
наго прогиба Ё можно пред- 
положить что точки а, В, с 
ит. д. опускаются по верти- 
калямъ и вм5сть съ тм, 
что отрёзки 4а == 4а,, 4$ — 
АБ, Ав = Ав, и т. д, нако- 
р нецъ вся лишя АВ = АР, В. 

Въ точкахъ а В с, ит. д, 

28, проведемъ  касательныя къ 

Фиг. 240. упругой оси и нормали къ 

ней;  пересёчеше смежныхъ 

нормалей опредфлитъ каждый разъ центръ кривизны для даннаго 

участка изогнутой оси—напр. О, для участка Аа, 0, для участка 

АВ, и т. д. ВСВ касательныя отсЪкуть на лини 2Л., на которой мы 

и будемъ опредфлять прогибъ точки Ш, отдФльные отрЪзки Ау, ду, 

Ау, и т. д. Очевидно, что сумма этихъ отрёзковъ и составить у—- 

прогибъ разсматриваемой точки Ф. По взаимной перпендикулярности 

касательныхъ и нормалей и пренебрегая тъмъ, что Ау отсчитывается 

ло вертикали, а не перпендикулярно къ соотв тственнымъ касатель- 
нымъ, можно написать: 


Ау, 2. 49: _ № 
я —; = итд 
А,’ МВ ь 


Изъ этихъ соотнощенй 
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Лъвая часть равенства очевидно и есть полный прогибъ у для 
точки Д, а въ правую часть введемъ значене : изъ уравненя (1), 


тосда 


ЗдЪсь произведеше стоящее въ скобкахъ представляеть площадь 
АЗ„ элементарной трапещи высотою Д4, и съ основавемь (т. е. орди- 
натою лини моментовъ) 11; плошадь же эта умноженная на 2; есть 
нинто иное, какъ статически моментъ—^А.2М/, элемента площади мо- 
ментовъ относительно линй, ОХ, т. е. 


Сумма такихъ произведений, тг. е. сумма моментовъ элементовъ 
выдёленныхъ изъ площади моментояъ должна въ предфлахъ равняться 
статическому моменту всей площади моментовъ относительно той же 
оси, т, е, 

ЗАВ 2 ==. 


тд 8, есть величина площади моментовъ, а <, разстояне центра 
тяжести этой площади отъ вертикали РГ,. Если кромБ того ЕГ есть 
постоянное число, которое дяя краткости назовемь коеффиц{ен- 
томъ жесткости, то окончательно можно написать 

— Зы 


= в) 


Послжднее уравнене можно формулировать такъ; при вышеука- 
занномъ расположены осей Хи У и при однородной балкЪ съ 
постояннымъ сёчешемъ, прогибъ данной точки равенъ ста- 
тическому моменту площади моментовъ относи- 
тельно ординаты, проходящей черезъ данную точку 
дЪленному на коеффиценть жесткости ЕТ. 
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Если балка неоднородна по длин и имфетъь перемвнное сЪчене, 
то нужно взять сумму статическихъ моментовъ элементарныхъ пло- 
щадокъ, составляющихъ площадь моментовъ дленныхъ каждый на Е/, 
{перемфнное количество) соотвтствующее данному сфченио, т, е. 
пользоваться формулою 


АМ. 
у=У че 2) 


Разсмотримъ еще какъ опредфлить направлеме касательныхь къ 
изогнутой оси. 


Отношене выражаетъ тангенсь угла отклоненя касательной 
й 
въ данной точки $ оси при изгибЪ, т. е. &76,. 


Если проссумировать всЪ такя отношешя подобно тому какъ это 
сдълано для получен у, то получимъ 


В 
м _УМ,ы, 
=" 96.. 


Произведене стоящее подъ знакомъ Х есть площадь между лимею 
моментовъ и осью абсцисс. Площадь эту назовемь моментною 
грузовою площадью, 

Замфтимъ, что величина грузовой площади есть ничто иное какъ 
поперечная сила отъ фиктивной нагрузки выражаемой плошадьо 
моментовъ или моментная поперечная сила. По аналоци съ 
вышепринятымъ обозначенемъ поэтому можно нанисать 


5, = ©. 
и стало быть 
ыы. из) 


Таким образомъ для получен!я тангенса угла накло- 
нен!я касательной въ данной точкЪ, надо величину 
моментной поперечной силы раздфлить на коеффи- 
цГентъ жесткости #7. 

Наибольшее отклонене касательной будетъь въ данномъ случав для 
конца, бруса дия котораго надо будеть взять всю грузовую площадь 5,,. 

Выведенное правило всего легче усвоить себф на примфрахъ. 
Пусть требуется опредфлить прогибъ балки съ постояннымт, сВче- 
вемъ, несущей одинъ грузъ на концф фиг, 

Въ этомъ случаф изгибающй моменть № — Рь, наибольшее его 
значеше въ мёстЬ задфлки 1, = РА. Площадь моментовъ ограни- 
чена прямою, отвёчающею линейному уравненню М == Ру; ее строимъ 
по двумъ точкамъ, Для х = О иу-==0, т.е. точка В; для я =] 
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ч = Гр этому отвёчаетъ точка С, отложенная для удабства кверху 
отъ оси Х. Для нахожденя статнческаго момента площади момен- 
товъ относительно вертикали ВВ, проходящей через» конецъ бруса 
надо площадь построеннаго треугольника 1ЁС помножить на л— 
разстояме центра тяжести этого 
треугольника отъ той же пини т, 
е. отъ его вершины В. Это разстояне 
будетъ ш, == 1/,} поэтому 
1 М 


Ге 1% 


Что составляетъ 


РВ 
Г ЗЕ 


т, в. тоже что уже было получено 
выше инымъ путемъ. «иг. 241. 
Тангенсъ угла наклонеШя касательной къ оси въ конц бруса. 


5, Я. 1 РЕ 


о И 
о ИН Я м 


Теперь опредфлимЪъ стрфлку прогиба для балки на двухъ опорахь 
съ однимъ трузомъ по 
серединЪ, фиг. 242. ? 

Въ этомъ случаЪ для 
соблюденя условя рас- 
положення осей приня- 
таго при выводё, надо 
начало координатъ при- 
нять въ точк$ А упругой 
оси, гдЪ касательная па- 
раллельна первоначаль- 
ной оси бруса, при чемъ 
разсматривать часть пло- 
шади моментовъ влЪво Фиг, 242. 
отъ середины, 


Площадь моментовъ ограничена двумя прямыми [уравнене № == 
для л%вой части отъ груза Ри М = та _В (= — >) дня части пра- 
в$е груза], т. е. представляетъ площадь треугольника высотою з. 
Разстояне центра тяжести львой части площади треугольника отъ орди- 


наты ВВ, есть ж = 1. Стрьла лрогиба { очевидно равна лини ВВ. 
й о ра Р р. ь 


С. Воброяеки, 18 
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составитъ 
— [7 о. 2.11 
г= (+ 2}'3'3] ЕГ 
или по умноженм 
р ‚р 
— 48 ЕТ 


Тангенсъ угла наклоненмя касательной въ концахъ оси (считая 
что 8, полная грузовая площадь) 


0. не. ; ') РВ 


2 ва) 16 Г 


Указаннымьъ способомъ удобно пользоваться для балки на двухъ 
опорахъ во всфхЪ тВхЪ случахъ, когда упругая лимя симметрична, 
такъ какъ тогда сразу ясно—гдЪ надлежитъ расположить начало 
координатъ. 

Описанный способъ прюбрётаетъ особенныя удобства при н%- 
сколько иной постановкВ вопроса. При опредфлени статическаго 
момента площади моментовъ является естественнымъ отождествить 
его съ изгибающимь моментомъ, такъ какъ тогда возможно будетъ 
пользоваться уже извфстными премами и сверхъ того получается 
полная гармоня между поняйями о прогибЪ данной точки въ связи 
съ величиною дЪйствующаго въ этой точк изгибающаго момента 
отъ заданной нагрузки на стержень. 

Въ разсмотрённомъ случаЪ (106) балки, задёланной однимъ кон- 
цомъ при пользовани площадью моментовъ, какъ грузовою площадью 
опредфляется моменть М„ относительно конца бруса, для котораго 
изгибаюний моментъ отъ нагрузки равенъ нулю. Для балки на двухъ 
опорахъ вслёдстые этого опредфляется воображаемый прогибъ конца, 
причемъ тоже берется моментъ Л, относительно сфченя, въ кото- 
ромъ М отъ дЪйствительной нагрузки равенъ нулю. Итакъ вопросъ 
сводится къ опредёленйю статическаго момента относительно другой 
оси причемъ количественно онъ долженъ сохранить свое значене. 
Этого можно достигнуть введеНемъ н%Ъкотораго дополнительнаго 
момента. 

Вообразимъ, что брусокъ для вычисленя его прогиба нагруженъ 
фиктивною нагрузкою, изображенною площадью моментовъ по вели- 
чинЪ равной 5,. Опредълимъ изгибающй моментъ по извЪстнымъ 
правиламъ, принимая во внимане уже не только моментъ вызываемый 
<амою грузовою площадью, но и вызываемою ею реакц!ею, урав- 
нов шивающею данную грузовую площадь. 

Реакщи опоры отъ фиктивной нагрузки опредфлимъ исходя изъ 
двоякаго рода условй: во-первыхъ реакщя опоръ должна удовлетво- 
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рять по отношенио къ фиктивной нагрузкЪ общимъ условямъ равно- 
ЭБя и во-вторыхъ опорная реакшя должна быть такова, чтобы мо- 
ментъ отъ фиктивной нагрузки былъ равенъ нулю дия сёченя въ 
которомъ прогибъ равенъ нулю. 

Всего яснфе это указать на примфрь. Такъ для разсмотрЪнной 
выше балки, зацбланной однимъ концомъ 
съ грузомъ на другомъ конц*, для фик- 
ивной грузовой площади 


1 
272 


Необходимо изъ усломй изгиба при- 
нять, что поперечная сила отъ моментной 
нагрузки въ точкф лфвой опоры А, = 0, 
ибо образуемый касательною съ осью 
‘бруса въ этомъ сЪченм #78 == 0. Отсюда Фиг. 243. 
изъ условй равновфся статики слёдуетъ, 
что реакщя В должна слагаться изъ вертикальной составляющей 


— РВ 
2 


В= 8, 


и опорнаго момента 1/, уравнов$шивающаго моментъ отъ фиктивной 


‘нагрузки 5,„. 2 т.е. 


ны 
==. 


При подобныхъ условяхъ прогибъ бруса въ любой точкв оси 
‚опредёлится есяи вычислить для описаннаго состояня равновая 
бруса изгибающй моментъ отъ фиктивной нагрузки «моментною» пло- 
щадью и раздзлить этотъ моментъ на коеффищенть жесткости ЕТ. 
Напр. для свободнаго конца бруса 


1 


т. в, какъ и было опредфлено выше. 
Для счешя въ задёлк% 


м, Ио Ц _ 
= ит в+3.3] яз т‘ З| 


Для балки на двухъ опорахъ вопросъ упрощается. Возьмемъ случай 


уже разобранный выше, Фиктизная («моментная») нагрузка иметь 
18* 
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в . 
видъ треугольника съ высотою по серединф ‘;. Площадь фиктивной 


нагрузки 
р 1 Ре 
Е.Е. 
" 4 2 8 

$ Эта фиктивная нагрузка. 
уравновЪшивается реакцями 
Аи В,» по симметрии равными 
между собою и соотвфтству- 

ющими 


Такъ какъ прогибъ надъ 
опорами равенъ 0, то опорные 
моменты (24,} отъ фиктивной 
нагрузки должны равняться 


нулю. Опредёлимъ прогибы для середины и четверти пролета. 


Фиг. 244. 


7, 

Для о: 
= Ре от №, 
= 77 86’ 162 3) вы 


пгт тЕ ти 1 
271 я 768 41 ^`70 Е! 


Тангенсъ угла наклонешя касательной. 


Для 2: 
— 
= 0. 
Для 1: 
п ТТ] РТ 1) ЗВ, 
94 = "8+4 2] 21 5) 84 ЕТ 


107. Графическое опредёлеше изогнутой оси. 


Изъ всего изложеннаго въ предыдущемъ $-фЪ уже естественно 
вытекаеть возможность достаточно простымъ образомъ получить 
графически ординаты упругой лини и вмЪст® съ тЪмъь полное ея 
графическое изображенше. ДЪйствительно прогибъ данной точки оси 
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разенъ изгибакицему моменту отъ «моментной» нагрузки, дъяенному 
на коеффищентъ жесткости: 


Отсюда слБдуеть, что если построить по моментной грузовой 
площади перевочный многоугольникъ, то какъ извфстно величина 
изгибающаго момента М, оть грузовъ опредфлится какъ произведе- 
ме ординаты этого многоугольника у; на принятое полюсное раз- 
стояче Ни, т. е. 


М, = уи Ни. 
Если въ послфднемъ равенствЪ сдЪлать И 
М, 
= "=. (141 


Сл®довательно для получен!я веревочнаго многоугольника, изображаю- 
щаго (въ предёл® при безконечно большомъ числ боковъ его) упругую 
линно слфдуетъ: загрузить ось бруска фиктивною нагруз- 
кою, величина которой въ каждой точкв оси равна ве- 
личин$ изгибающаго момента 4/ въ данномъ сфчен{и 
[или количеству и, или наконецъ количеству Я по данной на- 
грузкз построить при полюсномъ разстоян!и Я == 2! 
(или Б или наконець «1»), веревочный многоугольник; 
любая ордината этого веревосчнаго многоугольника и 
дастъ искомый прогибъ у данной точки оси. 

Если предварительно для опредфленя изгибакищаго момента @Г 
{т. в. оть дВйствительной нагрузки) уже воспользовались построе- 
немъ веревочнаго многоугольника, то таковой называютъ первымъ 
веревочным многоугольникомъ, въ отлище отъ второго 
многоугольника изображающаго изогнутую ось. 

На фиг. 245--—а5е изображаеть площадь моментовъ принятую за 
моментную грузовую площадь. Площадь эта подраздфлена на 10 пло- 
щадокъ, къ центрамъ тяжести которых приложены такъ называе- 
мые упругге грузы #0, 


1) Если полюсное разстояще Ну == ЕТ, то зв =: М, Ах, 
2) › > , Ни=В зим 
3 › » ь Ни = = Ш, 


На полученныхъ упругихъ грузахъ построенъ многоугольникъ про- 
тибовъ и, |, П,...6:. Вписанная въ него касательная кривая и дастъ 
упругую ось изогнутаго бруса. 
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Если жедаютъ чтобы ордината упругой линм у была получена 
въ натуральную величину, то необходимо уменьшить поллюсное раз- 
стояне въ ,,, гдЪ _ есть линейное уменьшене чертежа. Обыкновенно 
зкелательно еще увеличить ординаты прогибовъ въ т разъ; въ такомъ 
случаБ имЪемъ: 


ЕТ 1 к 1 
1) спучай: Ны = 7 = —_ у. МАЕ. ск. СМ; 
) су По и > лит См ^^ вт" СМ 
Т 1 
2 » НЕЕ 
) пля ит 
1 
3 » Ни =-: 
) И т 


ее 
52 


Фиг. 245. 


Упруме грузы имзютъ сл®дующя измбреня;: 
1) ю, = (к. см.) см. = к. см; 


2} в, 


3) в; 


Для лучшаго уясненя разсмотримъ все сказанное на численномь 
примёр». 
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На фиг. 246 на балку свободно лежащую на двухъ опорахъ 
дъйствуютъ два симметричных груза по 6000 кгр., какъ указако 
на чертеж. Пролеть балки 1 =5 м. Балка изображена въ мас- 
щтабЪ 1:100. Въ средней части балка имфетъь моменть инерши 
1= 26025 см.!, а по коицамъ / = 15 000 см,:. Для опредфленя 
изгибающаго момента построенъ вереночный многоугольник. Масштаб 
силъ принять въ 1 см. = 3000 кгр. Полюсное разстояше взято 


ы 


ры 
т , 
`н 


Фиг. 246. 


1 == 3 см. = 9000 кгр. При этихъ условяхъ получена площадь мо- 
ментовъ, заштрихованная на чертежф. Грузовая площадь \„, разбита. 
на 6 участковъ; къ центру тяжести каждой площади приложены 


упруме грузы 


2, = ово Н: = 0,33.9000 кгр. #'; 
О еВНЫВ, 0,75. Н; = 0,68.9000 кур, м. == 


В 


10, =1,16.0,75. Н, = 0,87..9000 кгр. м,? == 3, 


Для построеня второго веревочнаго многоугольника принятъ мас- 


штабъ 1 см. — 1,00.9000 кгр. м.2. 
Полюсное разстояше принято при услоши получемя удвоенной 
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величины стр%локъ прогиба по сравненно съ дВйствительнымъ; для 
средней части 


11 1 „ 
Ни = 5160 ° 81 = 200 2100000. 26025 == 273 257 500 к. см. 
или 27 325,75 к. м.? что составляетъь въ масштабЪ 3,036 см. 
Для груза т. е. для концевыхъ частей 


и = р .2100 000. 15000 = 157 500 000 к. см 


15 720,0 к. м.? 


что составляетъь въ масштабВ 1,75 см. 
При этихъ усломяхъ построенъ второй веревочный многоугольникъ, 
т. е. многоугольникъ прогибовъ. По измфренйо наибольшей орди- 
наты его, находим 
а» = 10,6 ММ., 


что соотвётствуеть натуральному прогибу 
1 = 5,3 мм. 


Тангенсь угла наклоненя касательной къ оси на опорф въ 
2.100 =200 разъь боле полученнаго въ натур%. 


108. Балка на трехъ опорахъ. 


Вопросъ объ опредзлени напряженй въ балкф свободно лежащей 
на трехъ опорахъ не можетъ быть р®шенъ средствами статики, таюь 
какъ равнодЪйствующую, къ которой можеть быть приведена дЪИ- 
ствующая на балку натрузка—нельзя опредфленнымь образомъ разло- 
жить на три параллельныхъь составляющихъ. Обыкновенно реакщю 
средней опоры принимаютъ за статически неопредфлимую величину 
и находятъ ее изъ изучещя прогиба балки. Очевидно, что если бы 
балка, положенная на крайня опоры не прогибалась, то среднюю 
опору можно было бы освоболить безъ нарушеня состояня равно- 
взия. Напротивъ. въ упругой балк®—при постоянномъ опускани или 
подниманми средней олоры—балка будетъ прогибаться и передавать на 
эту среднюю опору то большую, то меньшую часть нагрузки; можно 
напр. очевидно настолько поднять среднюю опору, что вся балка 
приподнимется съ крайних опоръ (если только возможно точное 
уравновёшене ея концовъ), причемъ на среднюю олору будетъ пере- 
даваться вся нагрузка. 

Такимъ образомъ становится яснымъ, что сопротивлеше средней 
опары можно разсматривать какъ статически неопредБленную вели- 
чину, выражаемую въ функщи отъ прогиба балки на двухъ опорахъ. 
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Если всф опорныя реакции будуть извфстны, то для кажцаго сЪ- 

чешя возможно опредъленше какъ поперечной силы, такъ и изгибаю- 
щаго момента, т, с. возможно будетъ опредфлеше напряженй по 
правиламъ, изложеннымт, выше для расчета балокъ на двухъ опа- 
рахъ (главы ХШ и ХМ). 
Для простоты возьмемъ п) 
балку, перекрывающую 
два равныхъ пролета и 
несущую равном рно рас- 
предъленную нагрузку 
фиг. 247. 

Пусть В = Ё. Назо- 
вемъ реакщи крайнихь 
опоръ черезъь А и Ва 6 
реакщю средней опоры 
черезъ С. с) 

Устранимъ мысленно $ 
среднюю опору С, тогда (О 
будемъ имЪть состояше Фиг. 247, 
равновЪ ся изображенное 
въ фиг. 2475, причемъ прогибъ балки подъ опорою С вызываемый 
нагрузкою р, распредфленною по всей балкЪ назовемь через 5,, 

Теперь наоборотъ, устранивъ опоры А и №, введемъ опору (. 
Состояше нагрузки указано на фиг. 247с. При этомъ балка изо- 
гнется такъ, что концы ея прогнутся относительно уровня середины, 
т. е. опоры С на величину 8. Такъ какъ дьйствительный уровень 
всЪхъ опоръ, по услошямъ задаёя, остается неизмённымъ, то считая 
прогибъ серединою внизъ положительнымъ, а вверхъ отрицательнымъ, 
необходимо удовлетворить равенству: 


р и 


ТИ 


8, — 8, = 0; откуда 8, 


Остается подставить значешя этихъ изгибовъ найденныхъ въ 
№№ 105 и 106. 
м [3 


384 48 Е” 


Приравнивая эти значеня, по сокращеню, найдемъ 


5 5 
в=м=свЬ 15 
зЙ=8 (5, 
гд% черезъ Р названа полная нагрузка на всю балку. 
Очевидно, что въ отличе отъ балки свободно лежащей на цвухъ 
опорахъ, моментъ въ сЪчени иадъ среднею опорою не равенъ нулю. 
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Если бы балка была разр®зана надъ опорою ©, то реакщя отъ 
каждой боковой балки была бы 


ы, я 

= 

а на крайня 1 
А-В, =. 


Въ данномъ же случа средняя опора нагружена сильнЪе, а край- 
ня слабЪе, именно 

1 5 Е 

= В= Р-Р} = Р. 16 

- 2 5 16 16) 

Обратимъь внимаше что р®щене задачи получено на основания 

предположеня, что вс опоры лежатъ на одномъ уровни отъ на- 

грузки не перемфщаются. Если извЪстно, что средняя опора отъ 

нагрузки осядеть на величину 8, или она съ самаго начала была 

расположена ниже уровня опоръ 4 и Б на величину 8, то основное 
уравнене упругихъ деформашй напишется такъ: 


отсюда 


(7) 


Изъ написаннаго равенства видно, что реакцию опоры С можно 
путемъ пониженя опоры [8 уменьшить до желаемой величины. 

Если бы опора С была выше уровня опоръ 4 и В, то передъ 8 
надо въ послфднемъ уравненм взять знакъ +, причемъ по мёр® 
повышеня опоры, ея величина будетъ увеличиваться. 

Указаннымъ здфсь путемъ можно найти реакцио опоры С и при 
неравныхъ пролетахъ { и, и для произвольной нагрузки. Вопросъ 
лишь заключается въ большей или меньшей сложности вычисленй 
по опредбленю прогибовъ; эти вычисленя могутъ быть сд®ланы 
согласно тремъ предыдущимъ $-фамъ. 


109. Балка съ задфланными концами. 


Подъ балкой задбланной концами подразумвается балка закр»- 
пленная на опорахъ такъ, что концы балки не могутъ вращаться. 
Теоретически это формулируется требовашемъ, чтобы касательныя 
къ упругой оси въ точкахъ опоръ при изгибз балки сохраняли свое 
направлеше. Очевидно, что для предотвращеня поворачиванЁя концовъ 
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порн изгибф реакщя каждой опоры должна приводиться ие только къ 
составляющей перпендикулярной къ оси, но и къ моменту противодфй- 
ствующему попорачивано конна. Назовехьъ моментъ пары противо- 
дьйствующей поворачиванйо конца черезъь 1/, Замфтимь далфе, что 
если подъ вщящемъ нагрузки средняя часть прогнется, т. е. образуетъ 
выпуклую внизъ кривую, а концы будуть удержаны отъ поворота, то 
какъ это видно изъ нижняго чертежа фиг. 248, очевидно упругая лин 
будеть имфть въ промежуткахь между точками опоръ и вершиною 
кривой, т. е. серединою ` и 
бруса — точки пере- ры ттт 
гиба. Въ этихь 1оч- И В НН НА ЗВ 
кахъ перехода отъ 1 

кривизны съ выпу- ' 
клостью  внизъ къ 
кривизн8 съ выпу- 
клостью кверху, оче- 
видно между двумя 
смежными  сфченями 
ось обращается въ 
прямую, а сл6довательно здЬсь ы\тъ изгиба, т. е. изгибающИ моментъ 
въ точкахъ перегиба обращается въ нуль. 

Для простоты изслФдуемъ балку съ закрфпленными концами, не- 
сущую равномфрно распредфленную нагрузку 12 кгр. на к. м. Для 
произвольнаго сВчешя въ разстояни х отъ лЪвой опоры изгибающИй 
моментъ равенъ: (изслфдуется равновЪ се лЪвой части балки) *) 


Фиг. 248. 


м=- м -+ 4-Е. 


Дифференщальное уравнене упругой лини имЪетъ видъ (соблюдая 
правило знаковъ и принимая течеше оси У вверхъ) 


и 
Аз — 2 
Первое интегрироване даетъ: 
у 1 
59 — юв= А 
5 = 8 = 3 (м 
но для 2 = 0, а также х = по услошямъ задашя 490 = 0, т. е. 
: ему, Й 
постоянная С, =0. Подставляя 2==} и замфняя 4 его значенемъ >, 
найдемъ 
=. Ё 2 
ом. 5+а 


*) Передъ №, взять знакъ — такъ какъ уже выяснилось, что опорный 
моментъ долженъ вращатьо братно вращению часовой стрлки, но если не вво- 
дить знака, то онъ обнаружится при рёшени уравненй. 
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Отсюда з 
Ще (18) 


моментъ этотъ отрицателень, вызывая изгибъ концовъ выпуклостью 
вверхъ. Для опредфленя наибольшаго положительнаго момента по 


середин*, слБдуеть-—принимая во внимане, что для : также 198 =0 
— подставить вмфсто 2 въ предыдущее уравнене й ‚и вмБсто Ло най- 
денное значене, причемъ получимъ 

Р.Р 1 . 
2,.4.918.6 ЕР: 


откуда 
(19) 


т. е. въ три раза менфе нежели въ балк свободно лежащей на 
двухъ опорахъ. Послфднее выраженше можно найти и изъ перваго, 


; 1 
подстановкою въ него значеня №4, и приравнивая х = ъ. 


110. Расчетвыя нормы при прогиб балокъ. 


При расчетахъ изгибаемыхъ балокъ въ обыкновенных случаяхъ 
нЪфтьъ необходимости непрем®ннаго вычисленя прогиба для опредёлен!я 
стрёлки {, такъ какъ величина этой стр$лки / вообще говоря иметь 
тлавнымъ образомъ лишь значене въ смыслв гарантм жесткости 
балки. Въ конструкщи недостаточно, чтобы изгибаемые брусья были 
прочны, но необходимо, чтобы они обладали извЪстною жесткостью. 
Въ этомъ отношени практика выработала извЪстныя нормы. Такъ, 
вт обыкновенныхъ гражданскихъ и военныхъ сооруженяхъ слФдуетъ, 
чтобы упругая *) стр®лка прогиба для балки на двухъ опорахъ не 
превышала 1: 600 отъ пролета, т. е. 

} 


| (20) 


| 


Для балки задфланной однимъ концомъ, при томъ же угл наи- 
большаго поворота касательной къ упругой оси, можетъ быть допу- 
зщена вдвое большая стрёлка. 

Для удовлетвореня указаннымъ требованямъ необходимо, чтобы 
при данной нагрузкЪ и допущенномъ напряжени с = & при изгибЪ, 
существовало извЪстное соотношен!е между высо- 
тою и пролетомъ балки, 


Въ мостахь — 


*) Т. ©. стрьлка исчезающая, вызываемая лишь временной нагрузкою. 


РАСЧЕТНЫЯ НОРМЫ ПРИ ПРОГИБЪ БАЛОКЪ. 285 


Дбйствительно выше было выведено 


тв Л/, есть изгибающ моментъ отъ фиктивной нагрузки площадью 
моментовъ. Какова бы ни была ивощадь моментовь можно всегда 
положить 

РУ 


ТДЪ тах Л{ есть расчетный изгибающ моментъ, $ пролетъ балки и \ 
коеффищенть зависящй отъ способа загруженя и слбдовательно 
вида площади моментовъ. Выражене { войдетъ всегда, какъ слЪд- 
стые двойного интегрировашя по д дифференщальнаго уразненя изо- 
гнутой оси. 


Итакъ МР 
так В 2) 


Подставляя вмёсто тах ЛГ его значене въ зависимости отъ на- 
пряженя изъ формулы 


таз МР. Ч 


таз МВ ВР 
Яна 


и разсматривая симметричныя по высотЪ профиля, т, е. полагая 
, м : 
2х = дз Найдемъ по сокращени 


ай 

ы а... 22. 
и: (22) 
Отсюда, выдфляя численныя значеня въ общий коеффишентъ, » = Е: я 

найдемъ для относительнаго прогиба 
1 2 

1" 23 

в (23) 


Отсюда видно, что при данномъ матералЪ балки (коеффищенть 
упругости Ё) и опредъленной величинф допускаемаго напряженя— 
относительный прогибъ прямо пропорц{оналенъ от- 
ношен! ю длины балки къ ея высотЪ и совершенно не зави- 
ситъ отъ вида поперечнаго профиля. [При несимметричныхъ профи- 
ин вмсто и получимь н8которое р}. р 

"Гакимъ образомъ  задаваясь относительнымь прогибомъ у зъ 
1: 600 или 1 :1000, мы при данномъ допускаемомъ напряженм по- 
лучимъ предфльное отношене #:# или обратно д :# 

в 
р 


ляхъ 2 


=> 6004. 


соотвфтственно (24) 


В = 1000. 
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Для опредфленя численныхъ предзльныхъ значенй относительной 
высоты балокъ №: разберемь случай имфющи въ практик наиболь- 
шее значеше— балку на двухъ опорахъ съ равномфрно распредъленною 
нагрузкою. 


Имвемъ 


Здъсь Р = М полная нагрузка на балку. Наибольшй изгибающй 
моменть по серединВ пролета 


наз М = 


СлЪдовательно 


гдЪ 


При допускаемомъ напряжени №, 


2. 1 1 
=: ТТИ ТЕРЬ 


Вычислимъ значеще м == Е при Е = 2100000 к./см? 


5 1500 1. 
48° 2100000 —` 13444’ 


Ь 759 к./сма; р 


3 
. *, (180 _ 1 
м 45° 27100000 — 11206 


2000 И 


5 : 
® — 1000 кий; в = 45 2100000 — 10080 


2400 1 
° 2100000 —^ 8406” 


№ =: 1200 к./смй; 


На основани этого, задаваясь прогибами въ 1:600 и 1:1000 
получимь 
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Таблица 23. Необходимая относительная высота балокъ въ зависимости 
отъ прогибовъ. 


`Допускаемое + т. 
т При относительной стрЁлк® прогиба (7. 
—._№ т 
кем", фолк быть й 355 600 ь, должно быть = >10, 
1 в_1 | в_ 1 
750 тя | т | 114 
1 вт | 1 
90 43200 | 12187 : 1-12 
1 1 | п! 
1000 7008 72 158 | ти 
1 1 1 
1200 8406 т 1 


Приведенная таблица составлена въ предположени, наибольшнаго 
протиба отъ полной нагрузки. Въ дьйствительности остъ временной 
нагрузки напряжеше будетъ значительно ниже допускаемаго, почему 
высота балки можеть быть мензе указанной предфльной. Такъ, 
напр, если отношеще временной нагрузки къ постоянной составляеть 


то высота балки можеть быть взята въ 1 отъ исчисленной вт, таб- 
лиц®. Прогибъ отъ постоянной нагрузки въ желфзныхъ балкахь па- 
рализуется придашемъ балк въ желательныхъ случаяхъ т. наз. строи- 
тельнаго подъема. 

Итакъ, для получешя окончательной величины относительной вы- 
соты балки если не допускается прогиба отъ временной 
нагрузки свыше 1:600 или 1:1000, нужно табличныя данныя 
умножить на козффищентъ ^. 

Для деревянныхъ балокъ, принимая во внимаше что # примёрно 
въ 10 разъ мензе нежели для желфзныхъ, а коеффишентъ упругости 
въ 20 разъ мене найдемъ 


Слфдовательно относительная высота 


2 == 600 в == 600. 2. 
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Поэтому табличныя данныя слфдуетъ удвоить; напр. при допускае- 
момъ напряжени въ 75 к./см? и прогибЪ въ 1]600 надо брать 


1 
77 пр2° 


1 


Въ дЪйствительности берутъ балки значительно болфе низкЯ, 
напр. въ 2/, отъ пролета, принимая во внимаше, что временная 
нагрузка обычно составляетъ лишь долю полной; напр. въ половых 
балкахъ она составляетъ около В отъ временной, т. е, 1/, отъ полной. 
то согласно выше- 


Если принять напряженше &==90 кгр. на кв. см, 
изложенному получимъ: 


Во 11 
777187328 


Отсюда можно вывести такое приближенное эмпирическое правило: 
Высота деревянной половой балки должна имЪть для 
достаточной жесткости столько дюймовь высоты, 
сколько аршинъ имфетъ пролетъ. Такъ для пролета въ 
3 саж. нужна балка въ 9 дм. т. е. 5 верш. (между стесками) для 
чего надо взять 61/, верш. балку. Подчеркнемъ, что это при услови 
что балка расчитывается на полное напряжен!е въ 90 кгр. 
на кв. см. или 36 пуд. на кв. дм. и что временная нагрузка 
составляетъ около 1]; отъ полной. 


ГЛАВА Х\!, 


Сложныя напряжен!я. 


111, Общия соображеня. 


Подь сложными напряженями подразумВваются таке случаи на- 
пряженнаго состояня волоконъ, когда подъ влямемъ двухъ или н%- 
<сколькихъ деформащй однЪ и тЪ же волокна испытывають разнород- 
ныя по существу, или хотя и однородныя, но различныя по знаку на- 
пряженя. Такъ напр. при одновременномь растяжейи и скручивани 
бруска волокна испытываютъ отъ растяженя — нормальныя, а отъ 
скручиваня касательныя напряжения. При одновременномъ растяжени 
и изгибф волокна отъ обфихъ деформащИ испытываютъ нормальныя 
напряженя, но такъ какъ при изгибз часть волоконъ вытянута, и 
часть сжата — естественно часть волоконъ будетъ испытывать одно- 
временно и растяжене и сжат. Обыкновенно въ теори сопротивле- 
вя матераловъ, соединяютъ напряженя по закону наложен, т. е. 
суммируютъ однородныя напряжен алгебраическимъ образомъ. При 
этомъ напряженя всегда принимаютъ какъ слёдстве деформацИ, по- 
этому въ случаВ напряженЙ однородныхъ по существу (т. е. напри- 
м®ръ, или касательныхъ, или нормальныхъ), появляющихся по напра- 
вленйо двухъ или трехъ взаимно перпендикулярныхь осей,--предвари- 
тельно, принимая во внимане поперечныя суженя или расширенй (27), 
вычисляютъ соотяфтственную деформащю и уже по ней, по основ- 
нымъ формуламъ Гука, переходятъ къ напряженямъ. Подобный премъ 
уже быль примвненъ въ нФкоторыхь частныхъ случаяхъ, напр. при 
изсл5довани величины напряжений при растяженм или сжат[и парал- 
лепипеда по двумъ или тремъ взаимно перпендикулярнымъ напра- 
вленямъ, 

Наибол%е характернымъ являются сложныя напряженя-——сжат!е или 
растяжеше съ изгибомъ и изгибъ и скручивате. Всё остальныя ком- 
бинащи явятся частнымъ случаемъ поименованныхъ. 


С, Бобровсий, 19 
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112. Растяжене или сжат! съ изгибомт. 


Такъ какъ растягиваюцуя или сжимающя напряжешя мы считаемъ 
распредзленными по сЪфченвю равномЪрно, то для удобства изслЪдо- 
ван будемъ разсматривать напряжешя въ данномъ счени въ плос- 
кости изгиба, Пусть имфемъ случай изображенный на фиг. 249, Бру- 
сокъ вытягивается силами 
Р,, приложенными по оси 
и изгибается силою Р, какъ 
брусъ лежащ на двухъ 
опорахъ съ грузомъ по 

Фиг. 249. серединф. При растяжени 

въ волокнахъ возникають 

нормальныя напряжемя а, = Р:®;: вслёдстве изгиба верхшя волокна 

испытываютъ сжате, нижня—растяжене. Примфняя законъ наложен 
сложное нормальное напряжеще получимъ по формул 


Км 


в. м 
= (1) 


® 


Въ данномъ случа знакъ + относится къ нижнимъ волокнамъ, 
знакъ — къ верхнимъ сжатымъ, 


= 
> 
хх 


| 
| 
ыы 


в) 


р # 2222222222 чат 


Фиг, 250. 


Изслвдоване приведеннаго выраженя показываетъ, что такъ какъ 
соотношене между двумя членами правой части произвольно, то воз- 
можно такя значеня напряженй отъ изгиба, при которыхъ’ въ еёчени 
напряжения будутъ уже не разныя по знаку, а однозначныя,. напр. въ 
данномъ случаз нижнЯ волокна окажутся исключительно вытянутыми. 
Всего наглядн%е это можно видфть при графическомъ -изображени на- 
пряженй. На фиг. 250 а) представленн вытягивающия напряженя въ н%- 
которомъ сВчени, на фиг. 5} для того же свчен!я построена даграмма 
нормальныхъ напряженй .отЪ изгиба; непосредственнымъ `графиче- 
скимъ суммироващемъ получается щаграмма .фиг.'с), Изъ послёдней 
видно какъ въ данномъ частномъ случаз и въ разсматриваемемъ с3- 
ченм” уменьшились сжимающя напряженя. Если уменылить. изгибаю- 
ЩИЙ ‘моментъ, то. ясно, что’ участокъ сжат1я. на датраммв можеть 
совершенно исчезнуть. 
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113. Вифцентренная осевая сила, Ядро сфченя. 


Пусть вытягивающая сила Р приложена не по оси, а въ разстоя- 
Ч с отъ оси. На фиг. 251 разсматривается равновъе очерченной 
жирно части бруска. Силу Р, приложевную въ сбчени ме въ точкв ил 
мы можемъ перенести къ центру тяжести сфченя 0 путемъ приложе- 
ня двухъ силъ равныхъ Ри взаимно противоположныхъ, т, е. силъ Е" 
и Р". Такимъ образомъ получимъ; вытягивающую силу Г’, дФйствую- 
щую ло оси бруска, и пару 
<илъ Г" иР сь плечомъ в, т 
Пара эта съ моментомъ Ре 
произведеть какъ известно 2—1 
{17, 76) изгибъ бруска. у 

Предположимъ сначала 
для простоты, что плоскость 
чертежа въ которой распо- 
яложена пара Ре заключаеть въ себЪ одну изъ главныхъ осей попе- 
речнаго сЪчения балки, т. е. плоскость изгиба, 

Въ такомъ случаЪ согласно указанному въ предыдушемь №, слож- 
ное напряжеще въ нЪкоторомъ произвольномъ волокнЪ, расположен- 
чомъ въ разстояни 2 оть оси бруска опредфлится по выраженю: 


А. =, (1 58) 


'Написанное выражене можетъ быть упрощено, если зам$нить 1 коли- 
чествомъ 1 — ®6* гАБ р есть такъ называемый радрусъ инерц!и 
площади полеречнаго сВченя. Сверхъ того прибавимъ передъ вторымъ 
членомъ еще знакъ —, такъ какъ верхы!я волокна отъ изгиба будуть 
испытывать сжат. Въ такомъ случа 


= (1= 


о 


Написанное выражена даетъ ‘возможность решить вопросъ, при ка- 
комъ значени эксцентриситета е, напряженя по высот сфченя из- 
мнятъ свой знакъ. 

Для этого нужно взять #„„ и сдфлать числителя больше знамё- 
нателя, т, е. 


(2) 


я, 


Предфльное наименьшее значее,е будет» если знакъ неравенства 


обратится въ равенство. 
19% 
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Для лучшаго уяснешя сказанцаго обратимся къ частному при- 
мьру. Пусть сбчеще прямоугольникь съ основашемь Бои высотою 4; 


тогда. 


Фиг. 252. 


то въ свчени будуть какъ сжимающИ такъ и вытягивающя напря- 
женя, т. е. даграмма будеть имфть видъ фиг. 250 в. Предфльное 
значен!е о, при возрастани какового начнутъ появляться разноименныя 
напряженя будетъ когда == та. При этомь изъ формулы (1} 
видно, что въ одномъ ребрВ с==0, а въ другомъ напряжене ‹ будетъ 
равно удвоенному равномЪрно распредвленному, фиг. 253. 
Невыхождене силы Р изъ ядра сфченя особенно важно въ слу- 
чаяхъ расчета на сжае столбовъ изъ матераловъ плохо сопроти- 
вляющихся растяжентю, напр. при расчет® фундаментныхь столбовъ 
изъ каменной кладки. Въ этомъ случа ставится обязательнымъ тре- 
боващемъ, чтобы сжимающая сила пере- 
сЪкала сЪчене въ предфлахъ ядра с®ченя. 
Итакъ для любой величины сжимающей, 
г или вытягивающей силы Р сушествуютъ 


222272278 


ре : границы въ сфченм, причемъ если эксцен- 
— бе триситеть с лежитъ внутри этой границы, 
Фиг. 253. то въ сфчени могутъ имть мёсто напря- 


женя лишь одного знака. Геометрическое 
м5сто точекъ, охваченныхь указанною траницею— носить назваше 
ядра съченгй. Величина в, называется рад! усомт ядра. Если 
для полученя напряжешя въ сфчеши собственно только отъ изгиба. 


эксцентрично дзйствующей силы Р, т. е. въ выраженм 


подставить значене 


М М 2 
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а для крайнихъ фибръ 


зная 3, и {3) 
и 
Стало быть 
1 = зв. {4) 


Такимъ образомъ, если извбстно ядро сЪченя, то весьма просто 
находятся напряженя при изгиб. 


114. Построене ядра сВченя. 


Мы уже видфли, что если сжимающая сила приложена въ съчени 
внЪ ядра, то, маграмма напряженй имЪетъ два разнозначныхь участка, 
т. е. пересёкаеть сзчене по нулевой лини. Когда сила Р лежала на 
одной изъ главныхъ осей сфченя, то какъ извфстно нулевая точка 
{даграммы) вполнЪ опредЪляла положеще нейтральной оси всегда пер- 
лендикулярной къ илоскости изгиба, т.е, въ разсмотрённомъ случаъ 
къ плоскости чертежа, Теперь предположимъ для сжимающей (или 
вытягивающей силы) Р произвольное въ с$чеи расположене и за- 
дадимся вопросомъ—найти положен!е нейтральной оси, соотвётствую- 
щей этому произвольному расположенйо силы. 

Пусть сжимающая сила Р приложена въ точк% А сЪченя, имбю- 
щей координатами относительно тлавныхь осей У и # отр%зки а 
и $. Приложивъ къ началу координать по 
оси Х, совпадающей съ осью бруса двЪ 
взаимнопротивоположныя силы Р, приведемъ 
совокупность къ силЪ Р сжимающей брусъ 
и парз силъ Р съ плечомъ равнымъ раз- 
стояню Ол отъ начала координатъ до 
точки приложешя силы Р. Всли точка А 
приложена вн ядра, то какъ уже выяснено 
въ сЪчени будутъ имъть м®сто какъ сжи- 
мающя, такъ и вытягивающя напряженя. фиг, 254. 
Согласно теор изгиба, геометрическимъ 
мЪстомъ точекъ представляющихь границу перехода отъ вытяги- 
зающихь къ сжимающимъ напряжещямъ является прямая линм— 
нейтральная ось, Пусть ММ представляетъ нейтральную ось. Эту ось 
мы можемъ построить по двумъ точкамъ. 

Разложимъ изгибающую пару по двумъ плоскостямъ, проходящимъ 
черезъ ось бруска и главнымъ осямъ Уи 2. ОтрЪзэки а и 8 пред- 
ставять плечи изтибающихь паръ въ плоскостяхь УОХ и 20%. 
Опредёлимъ напряжене въ какомъ-либо элемент® 4 площади, им$ю- 
щемъ координаты зи у; напряжеще опредфлится какъ сложное отъ 
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сжая и изгиба въ плоскостяхь УОХ и 20Х. (Для сжатия принять 
въ данномъ случа знакъ +) 
_ Р.Р Р% 


‘орг 


(5) 


Здъсь указатели у 7 означаютъ ось, относительно которой исчи- 
сляется моментъ инерци., 
Вводя въ это выражене радусы инерщи, найдемъ: 
Р 


1 у - 
"=. ( 2" 


Для нейтральной оси имземъ услоше, что < обращается въ 0; слЪ- 
довательно уравнеше нейтральной оси будетъ 


(6) 


Прямая эта можетъ быть построена по цвумъ точкамъ пересЪче- 
ния нейтральной оси съ осями координатъ. Координаты этихъ точекъ 
пусть будуть в, и в, При изгиб® въ плоскости УОХ пара съ плечомъ 
$ обращается въ нуль.и е, есть косрдината нейтральной оси, парал- 
лельной оси И. Уравнене должно быть справедливо для любого поло- 
женя площадки 4. 

Для элемента взятаго въ пересёчени оси У съ нейтральною осью 


У— — в» 


откуда 


о) 


@5) 


Найденныя выраженя показывают, что между з, и а, равно между 
=, и $ существуетъ обратная связь. Еслибы для точки приложеня 
силы Р взять координаты — г, и — ®» то для положеня нейтральной 
оси получили бы отрфзки на осяхъ координатъ в и $. Такимъ обра- 
зомъ между прямою ММ и точкою А, которую можно принять за 
полю съ, существуёть взаимность. Измьняя положенше полюса, 


мы вмЪстЬ съ тЪмъ измЪняемъ положене нейтральной оси; измёняя 
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положене нейтральной оси, мы м®Фняемъ полюсъ, но если положеше 
нейтральной оси остается неизмфннымъ, то положене полюса остается 
опредъленнымъ. Отсюда вслфдстше взаимности слфдуетъ, что всякой 
точкв на нейтральной оси соотвЪтствуютъ координаты полюса и 
обратно, если перемфщать полюст по прямой, то каждому полюсу 
должны соотвфтствовать однф и ТВ же координаты. Слфдовательна 
можно сдфлать сл5дующее заключен: 

При перем вщен!и. полюса по прямой — нейтральная 
ось вращается вокругъ опред ленной точки. 

Положене это легко уяснить изъ слёдующаго раземотрня. Сжи- 
мающую силу 2, приложенную въ точк® .4 на фиг. 255$ можно раз- 
ложить на состазвляющия приложенныя 
въ точкахъ Си В пересёченя прямой 
ВС съ осями координатъ. Если полюсъ , 
А перем щаясь по прямой ВС придетъ 
въ 0, то этому положению полюса 
будеть соотвфтствовать нейтральная 
линя УМ, лежащая на разстоян!и — =, х 
отъ оси 02 опредЪляемомъ уравне- 
немъ (6), Равнымъ образомъ при 
перемфщени .„.! въ В найдемъ ней- Фиг. 255. 
тральную ось ММ, въ разстоящи 
— в, отъ оси ОХ. Промежуточному положено А, будетъ соотв®т- 
ствовать нзкоторая прямая №.^,, проходящая черезъ точку 0, такъ 
какъ составляющя отъ силы Р вЪ точк$ 4, должны имЪть и для 
нейтральной оси одновременно координаты в, И &,. 

На изложенномъ свойств основано нахождение ядра свченя. 

Выше было указано, что если осевая сила выходитЪ изъ пред®- 
лозъ ядра, то въ сЪчени начинаютъ появляться разноименныя напря. 
женя, слфдовательно нейтральная 
ось начинаеть пересвкать контуръ 
сбченя. Если точку приложения 
выбрать на контур8 ядра, то ней- 
тральная ось должна быть каса- 
тельна къ контуру сВченя проведен- 
ная по другую сторону начала коор- 
диналчь въ разстоянии в, ие, опредЪ- 
ляемомъ выражешями (7 и 75). 
Если сБчене ограничено прямыми 
линями, то и ядро должно быть огра- Фиг. 256. 
ничено прямыми лимями 4ВСРЕЕ 
на фиг. 256 изображает коятуръ сЪченя. Точка & пусть будетъ по- 
люсъ, соотвЪтствующ положению нейтральной оси ММ, касательной 
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къ сторонф АБ. Для полученя другого полюса Ь, ограничивающаго 
ядро и соотвфтствующаго нейтральной оси №, №,, касательной сливаю- 
щейся со стороною ВС, надо вращать касательную ось вокругъ 
точки В; а этому согласно доказанному соотвЪтствуетъ перем$щене 
полюса по прямой аб. Подобнымъ же образомъ можно показать, что 
прочфя лини, ограничивающея ядро будутъ прямыя и стало быть ядро 
будетъ ограничено многоугольникомь афее7. Для прим®ра построимъ 
ядро сЪчеёя прямоугольника и двутавровой фасонной профили. 
Для прямоугольника имфемъ фиг. 257: 
Ращусъ г, ядра сБчешя для полу- 


№ Е ценя точки а (полюса) вычисляемъ изъ 
| условя 
хр ох р 
е, =. 
ы 1 6 
{ 15 _} 
| Ч МО чу 2 2 
Е АЕ 
я с“ Аналогично этому получаем точку 
. 1 я 
-& | [с © ядра изъ условЫ э, — 5. 1. Первой 
6 точкЪ, а принимая ее за полюсь со- 
| отвфтствуеть нейтральная ось сли- 
м вающаяся съ бокомъ А"; для перехода 
Фиг. 257. къ нейтральной оси сливающейся съ 


бокомъ ЕР и соотв%тствующей полюсу 
с, надо вращать касательную №№ вокругъ точки Ё, а этому соотвЪт- 
ствуеть перемфщене полюса а по прямой пс; точки & и ; получаем 
по симметри. 
М 12 й 
и) Для двутавроваго сЪченя фиг. 258 находимъ 


ео я ь 


ы | 
| -4 =, 
с 
= я такимъ образомъ находимъ точки аи с ядра. 
М — Такъ какъ вращению касательной №№ соотв®т- 
Фиг. 258. <лвующей полюсу‘ а до положення №№, со- 
отвЪтствующаго полюсу с должно отвЪ®чать 
перем$шене полюса, по прямой, то и въ данномъ случа ядро сёченя 
будетъ ограничено сторонами ромба. 


115. Опредёлене напряженй при помощи ядра. 


Ядромъ сфченя весьма удобно пользоваться для опредфленя на- 
пряжен!Й, во-первыхъ, въ случаЪ косого изгиба, и во-вторыхъ, въ слу- 
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чаЪ дБйстыя сжимающей (вытягивающей) силы въ главныхъ илоско- 
стяхъ внф ядра, когда требуется нахождеше наибольшихъ и наимень- 
шихъ значенй о, и в, Въ первомъ случаъ нужно, чтобы въ плоско- 
сти СЪчене было вычерчено ядро сфченя, а также извЪстны ялос- 
кость изгибающей пары и соотвфтствующей ей нейтральная ось, что 
удобнфе всего опредфляется построешемъь сопряженныхь осей цен- 
тральнаго эллипса инерщи {84, фиг. 164). Во второмъ случа вводится 
новое поняте ядровый моментъ; такъ называется моментъ сжи- 
мающей (вытягивающей) силы относительно одной изъ точекъ пере- 
сфчешя контура ядра съ плоскостью дЪйствя силъ. 

Для изслфдованя косого изгиба, возьмемъ для простоты частный 
случай—прямоугольное сёчене. 

Пусть лиНя эм» есть сл®дъ плоскости изгибающей пары. Ней- 
тральная ось ХХ найдется, какъ сопряженный съ линею мой да- 
метръ. Для этого въ точкь 2 пересёченя линйг ини съ пентраль- 
нымъ эллипсомь инерщи проводимъ касательную, а къ ней черезъ 
центръ параллельную №№, — послфдняя и будетъ нейтральною осью. 

Назовемь « уголь между осями ит 


и №№, тогда связь между моментомь 

изгибающей пары дЪЙствующей въ плос- 

кости жОХ (гл ОХ ось бруска) и вну- 

тренними силами выразится такъ: |, 
|. 


Два = = 4. . 


$ 


Здфсь л3вая часть есть сумма моментовъ 
силъ относительно оси №№, т. е. проекщя Фиг. 259. 
изгибающей пары на плоскость перпенди- 

кулярную къ нейтральной оси и къ плоскости чертежа, а интеграль— 
моментъ инерщи площади сВчешя относительно оси №№; обозначимъ 
его черезъ 1х. Вставляя вмёсто с, ето значене изъ линейной зависи- 
мости по Навье 


тд в, напряжене въ крайней фибрЪ (въ точкё Г), найдемъ — 


—_ Ма в. (8) 
# 


Теперь вообразимъ въ точкз К ядра сокимающую силу Р такой 
величины, чтобы изгибающи моментъ было Ре -= М. Нейтральною 
лишею будеть №№, параллельная №№. Какъ изввстно въ точкь Ё 
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напряжене будетъ О, а въ точк® Г, равно удвоенному а, фиг. 260 
ТДВ <, есть напряжеше отъ равномфрно сжимающей силы Р, т. е. 


а съ другой— согласно условно при выбор Ри какъ видно изъ фиг. 259 
эта величина напряженя опредфляется выражешемъ (8). Приравни- 
вая оба посл$днихъ выраженя и замфняя 2 че- 
резъ Рё, найдемъ ло ‘сокращены 


эта _ 1 
Ту 95° 


Бах 


© 


Вставляя это значеше въ (8) найдемъ 


96 — М 
Фиг, 260. 9 = ве. © 


Сравнивая найденное выражене съ формулою повЪрки на изгибъ, 


найдемъ 
Ш = в (10) 


причемъ формула (9) общие, ибо справедлива не только для глав- 
ныхъ, но и для произвольныхъ плоскостей. Для главныхъ осей фор- 
мула уже была выведена также на ча- 
стномъ примфр% (113, 4). 

На фиг. 261 плоскость 2ОХ есть 
плоскость дВйствя силъ. Нормальная въ 
сфчени сила Р приложена въ точкЪ 0. 
Нейтральная ось изображена лищей №№, 
а ось У проведена черезъ ц, т. тФла 
параллельно оси. Всф разстояшя усло- 
вимся отм$рять параллельно оси #. *) 

Выше уже можно было замфтить, что 
отлиШе разсматриваемыхъ въ этой глаз 
случаевъ изгиба отъ изгиба парою или 

Фиг. 261. поперечными силами (глава ХГ) заклю- 

чается между прочимъ въ томъ, что ней- 

тральная ось не проходить черезъ центръ тяжести бруса, т, е, не 

сливается съ осью У, а лишь параллельна ей, проходя въ разстоя- 

ни р. Нетрудно видЪть, что введешемъ поняця о ядровыхъ момен- 
тах можно обобщить оба случая изгиба, 


) Дия упрощешя вычисленй, чтобы избФгнуть множителемъ #1 $, тдё © 
уголъ между осями Уи 2. 
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Напряженя въ крайнихъ точках Г, и Ё„ удаленныхъ въ раз- 
стоявяхъ т, и зв, отъ оси У находимъ по выраженямъ 


РР 1 Р_ РЁ 
ор ть (11) 


ЗАЪсь значекъ у ТГ для оттфнен{я услошя о вычислени разстояня 
при суммирован!и элементовъ параллельно оси #, а не по кратчай- 
шему разстоянйо. 

Точки ядра К, и Х‚, какъ изложено, будут полюсами, для кото- 
рыхъ нейтральными осями будутъ лини параллельныя №№, прохоля- 
ция черезъ точки Р, и Г,. 

Величина радтусовъ ядра е, ие, опредфляющихъ положеня точек 
Е, и Е, находимъ изъ выраженй [помня что = [Г:%] (10) и (7) 

. 
г 9,5 


или 
р 


в, ° 


Вводя значеня 
ее, == 


т. е. разстояны отъ точки приложешя силы Р до крайнихъ точекъ 
ядра, придемъ къ выраженямъ: 
Р @е, Р 


=..-2; =—--1, 12, 
ы Ф в.’ 9 ос 92) 


Количества 2, и Фе, представляютъ моменты сжимающей силы 
относительно крайнихъ точекъ ядра К, и К,, т.е. относительно то- 
чекъ лересфчешя контура ядра въ данномъ сёчени съ плоскостью 
дЪйстыя силъ. Эти произведеня Ре, = М и Ре, == А) и носятъ 
назван!я ядровыхъ моментовъ, 

Такимъ образомъ окончательно получаемъ; 

н И, 


в, = ; . 
=, ое, 


(3) 


Итакъ — (наибольшее) напряжеме въ крайней нижней точкь 
СВченя равно ядровому моменту относительно верх- 
ней точки ядра, дзленному на моментъ сопротивлен!я 
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для этой же точки ядра, а напряжеше въ крайней верхней точкЪ 
равно ядровому моменту относительно нижней точки ядра, дленному 
на моментъ сопротивленя для той же точки ядра, 


116. Изгибъ и скручиване. 


Деформацио изгиба и скручивашя можно наблюдать въ привод- 
ныхь валахъ съ ременною, цфоною передачею, или съ передачею зуб- 
цатыми колесами, въ колёнчатыхь залахъ, вращаемыхъ шатунами и 
вообще во всфхъ случаяхъ, когда скручиваще происходитъ не непо- 
срелственно парою, а силою приложенною въ плоскости перпендику- 
лярной къ оси, на нзкоторомъ разстояни отъ оси (см. № 69). 

Приложенемъ къ оси взаимнопротивоположныхъ силъ, равных 
заданнымъ, мы приведемъ систему къ силамъ приложеннымь къ оси 
и перпендикулярнымъ ей—изги- 
бающимъ валъ и къ парамъ силъ 
вращающимь или скручизающимъ 
валъ. 

Изгибаюощя силы, вообще 
говоря, могутъ быть въ различ- 
ныхъ плоскостяхъ, а потому для 
получешя изгибающаго момента. 

Фиг. 262. надо предварительно разложить 

изгибающя силы или пары по 

координатнымъ осямъ или плоскостямъ и затЪиъ найти равнодЪйству- 

ющИ изгибающй моментъ (изгибающую пару). Если изгибающи мо- 

ментъ въ плоскости 2ОХ будетъ М, а въ плоскости У ох—М,„ то 
равнод $ иствующуй изгибающуй моментъ будеть 


м=УМи ми. (14) 


Такъ какъ для кругового цилиндра всЪ оси являются главными, 
то изгибъ будетъ происходить въ плоскости изгибающей пары Л/, 
а величина наибольшаго напряженя опредзлится по выражению 


ем, М 

м“ ТМ’ 

тд ’ — ращусъ вала (Глава Х!). ` 
Кром нормальныхь напряженй, какъ извЪстно, при изгибф бу- 
дуть имфть мВсто еще касательныя напряженя отъ поперечной силы, 
Напряженя эти, какъ извЪстно, на поверхности бруса обращаются въ 
нуль, и кромё того вообще они не имфютъ рЫшающаго значения. На- 
противъ, касательныя напряженя отъ скручивайя имВютъ преобла- 
дающее значене и къ тому же пробр®таютъ наибольшую величину 
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для волоконъ близъ перифери сбченя. Если моментъ крутящей пары 
обозначимь черезъ 21, то, какъ извЪстно, (70, 6} наибольшее на- 
пряжене *„„ опредфлится по выраженю 


Въ теорм изгиба (глава ХТ, № 82) выяснилось, что при наличности 
касательныхъ и нормальныхь нацряженй, въ наклонной грани элемен- 
‘гарнаго параллепипеда фиг. 263 имфютъ мЪсто нормальныя напряженя 
5’ и касательныя =’ изъ каковыхъ первыя прюбртаютъ наибольшее 
{и наименьшее) значене при изаЪстномъ углф наклонной грани. Въ этомъ 
случав эти напряженя называются глав- б' 
ными, а напряженя 3’ обращаются въ нуль, [3 
причемъ главныя опредфляются пс выраже- <= 
нмъ: 


зто’ Фиг. 263. 


Чтобы поставить въ связь эти напряженя съ внёшними силами, ихъ 
вызывающими остается ввести въ нихъ вышеналисанныя значения пах о 
И тах . Предварительно однако укажемтъ на то, что 


стало быть 


#,=27. 
Вслфдстые этого найдемъ 


„ _ 1 

и 2 

Изъ разсмотрёня послФднято выражешя можно заключить, что 

наибольшее нормальное напряжене (въ наклонномь сёчени) полу- 

чается такое, какое получилось бы отъ изгиба (въ нормальномъ къ 

оси сЪчени) если бы круглый валъ изгибался (фиктивными) приве- 
деннымъ изгибающимь моментомъ 


{м ИР Ш. {15) 


1 


и 


5 (И--ИМ -- Мо) 15) 
Для повЪрки прочности обратимъ внимане на слЗлующее; 
Какъ извфстно (82} наибольшее главное напряжене <’. 
имфющее мЪсто на н%®которой наклонной грани элемента, сопро- 
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вождается наименынимъ главнымъ напряженемъ а'„„, возникающель 
на грани перпендикулярной къ предыдущей. “Съ другой стороны из- 
вЪстно (27), что при сложномъ сжати или растяжении приведенное 
напряжене будеть меньше дЪйствующаго основного—именно было 
вызедено 

о, — п (+8, 


Въ данномъ случаВ стало быть для ловфрки прочности на тах 9’ не- 
обходимо имЪть 

‚  ь 

тих — ти Е №, 
тдЪ В допускаемое напряжеше на растяжеще или сжат, а ч но- 
стоянная Пуассона. 

Вставляя въ это выражене найденныя выше значеня о’, И о' 

въ функщи отъ внзшнихъ сил, найдемъ. 


Приз, == 0,25: 
у Муви =& 
При ч = 0,30; 
у [0з5и —+ 0.65 ии] =к (17) 
При 4 = 0,33: 


ти а 
я ви-+ Зи и] =в 


среднее изъ этихъ выражен обычно примняется при расчетахь 
причемъ выраженя эти носятъ названя формулъ Сенъ-Венана. 


ГЛАВА ХУИ. 


Продольный изгибъ. 


1. Явлен!е продольнаго изгиба. 


Бсли сжимать относительно тонкЙ стержень съ прямолинейною 
осью силами, приложенными къ концамъ бруса и направленными по 
оси, то такой стержень выгнется въ сторону наименьшаго сопротив- 
леня, т. е. въ плоскости съ наименынимъ рамусомъ инерщи. Такой 
выгибъ появится при н®которомъ значени сжимающей силы Р„, при- 
чемъ напряжене исчисленное обычнымь путемъ, т. е. дфлешемъ этой 
силы на площадь поперечнаго сЪчешя бруса вообще говоря можетъ 
далеко не достигать не только предфла временнаго сопротивленя 
сжатию, но и предфла упругости. Такимъ образомъ явлене это, съ 
точки эр$Ня нахожденя допустимыхъ нагрузокъ на стержни —безопас- 
ныхъ для устойчивости противъ такого выгиба, называемаго про- 
дольнымъ изгибомъ—нуждается въ особомь изслЪдованм. 

Для правильнаго представленя объ ‚описываемомъ явленНи лучше 
всего. обратиться къ разсмотрёню того, что наблюдается при опыт6. 

Возьмемъ кусокъ прямой стальной проволоки толщиною въ 3,5 мм. 
Защемимъ этотъ кусокъ однимъ концомъ неподвижно въ тисках 
такъ, чтобы проволока была вертикальна и свободный коненъ ея былъ 
850 мм. Къ свободному концу прутка приложимъ грузикъ такъ, чтобы 
центоъ тяжести его совпадаль точно съ концомъ прутка. Если вели- 
чину груза сдлаемъ. 0,4 кгр. то свободный конець или останется 
неподвижнымъ, или отклонится въ сторону, причемъ отклонеше бу- 
детъ около 25 мм. 

Если мы временно. отклонимъ проволоку н®сколько далЪе, то она 
снова вернется послЪ нФсколькихь колебай къ первоначальному по- 
ложению, т.е. такому, при которомъ’ конецъ ея былъ. отклоненъ посл 
приложен! груза въ 0,4 кгр. Такимъ образомъ, если отклонен!е конца 
оси назонемъ’ черезъ /; то изгибаюцщий моменть 4: = Р} будетъ 
уравновшиваться съ моментомъ. внутреннихъ силъ упругости. бруска. 


304 ЯВЛЕНИЕ ПРОДОЛЬНАГО ИЗГИБА. 


Если мы согнувшуюся такимъ образомь проволоку поставимъ въ вер- 
тикальное положеше, то она все-таки приметъ то положене, при 
которомъ давала стрфлку / = 25 мм. Такимъ образомъ проволока 
находится подъ вляшемъ силы Р = 0,4 ктр. и внутреннихъ силъ 
упругости вь устойчивомъ равновЪс!и, Увеличивая осторожно 
нагрузку и доведя ее до 1,1 кгр., мы замфтимъ, что стрфлка { начнетъ 
сама по себЪ безъ увеличешя дальнёЙйшей нагрузки увеличиваться, до 
тъхъ перъ, пока конецъ 
съ грузикомъ не коснется 
стола или плоскости опоры 


| | | фиг. 264. 
1 


Золя Изъ этого опыта слф- 
дуетъ заключить, что 
грузъь Р = 1,1 к!р. вывелъ 
проволоку изъ устойчиваго 
равновв ая. 

Въ деревянномъ бруск8 
можно наблюдать тоже 
явлеше, хотя и въ нэсколько 
иной форм. Если взять деревянный брусокъ квадратнаго сфченя 
толщиною въ 7,5 мм. и закр®пить его конецъ какъ и выше при такой 
же свободной длинё 1} — 850 мм. то нагрузка Р=1,1 кгр. еще не 
вывоДИтЪ его изъ устойчиваго равновфсгя и брусокъ уравновфшивается 
при стрёлк® / = 150 мм. Но увеличивъ грузъ до 1,3 кгр. мы увели- 
чимъ изгибъ бруска до стрлки $ = 550 мм, такъ, что, даже при- 
веденный въ вертикальное положен, онъ снова отклонится до прогиба 
въ 550 мм., затЬмъ перейдетъ это положене и ломается. 

ВЪ обоихъ случаяхь силу, выводящую бруски изъ устойчиваго 
равнов$ ся, называютъ критическою нагрузкою, или ломаю- 
щимъ грузомъ. 

Собственно въ указанномъ случа появленше излома или прогиба 
бруска, до встрфчи съ препятстиемъ съ плоскостью опоры, зави- 
ситъ отъ большей или меньшей вязкости матерала и какъ таковой 
является для конструктора интереснымъ лишь, какъ показатель на- 
рушешя устойчиваго равновЪя и вмстё съ тёмъ прочности бруска. 

Очевидно, что критическая нагрузка Р, не можетъ быть допущена. 
ни въ частяхь сооружен, ни въ частяхъ машинъ. 

Причину яалеёя продольнаго изгиба слФдуетъ искать въ неизб®ж- 
ныхъ практическихъ искривленяхъ оси, считающейся теоретически 
прямою, въ неточности приложеня силь къ оси бруска, причемъ по- 
лучается н®которая вн®центренность, въ неточномъ направлен сжи- 
мающей силы по оси и, наконець, въ неполной однородности мате- 
рала, причемъ происходитъ неравном рное распредфлене напряженя 


Фиг. 264. 
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по сбченйо, что и приводить къ начальнымъ отклоненямь равнодьй- 
ствующей отъ оси. Отлище условя сжат, при которомЪ получается 
продольный изгибъ отъ явлешя внЪцентреннаго сжаты, заключается 
въ томъ, что во второмъ случаЪ внфцентренность заранфе извёстна 
и можетъ быть измфрена, тогда какь продольный изгибъ, является 
именно тогда, когда внъцентренность непроизвольна, ни- 
чтожна и не можетъ быть измърена- 

Подъ вляшемъ. указаннаго ничтожнаго эксцентриситета 8, появ- 
ляется при сжати силою Р—пара съ моментомъ Рё» вызывающая въ 
свою очередь новую стрЪлку 8, причемъ можно указать, что при по- 
степенномъ наростани силы Р можно найти такое значеще этой 
силы Р„ при которомъ стр%лка / стремится къ безпредьльному узе- 
личенйо, Задача нахожденйя этой критической силы Р, рЬышена Эйлеромъ. 


118. Формула Эйлера. 


Пусть на фиг, 265 силы Р сжимаютъ стержень, въ которомъ пря- 
мая АВ представляеть теоретическую ось стержня. Кривая 1СВ 
изображаеть искривленше оси отъ вмяня силь Р. Въ 
плоскости этой изогнутой оси - отсчитаны и весьма 
малыя плечи 8; и 5, замбняюцИя какъ погрфшности 
въ центральныхъ приложеняхъ силъ Р, такъ и по- 
трашности, равнонфнныя подобнымъ отклоненямъ. Само 
собою разумфется, что на чертежф эти эксцентриси- 
теты для наглядности преувеличены. При приложени 
силъ Р, начальный эксцентриситетъ 5 н8которой точки 
оси С съ координатою = переходить по уравновЪшени 
внфшнихь и внутреннихь силь въ 8 + у. Такимъ 
образомъ въ сёченм, отстоящемъ отъ нижняго конца 
на разстояни 2, возникаетъ изгибающ моментъ 11, 
УравновЪшиваюцийся моментомъ внутреннихъ силъ 
упругости 


И=Р6-+у. 


Уравнеше прямой АВ имфетъ видъ 


а уравнене изогнутой оси, согласно (104, 4} будеть 


аи $ 
ЕТ — РУ). 


С, Бобоовекй, 20 
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Положивъ 2 + у = {и введя въ послЪднее уравнене стрЪлку Х. 
отсчитываемую отъ лини АВ, напишемъ 


— [68 


Общее рьшеше этого дифференщальнаго уравненя второго порядка 


ь виДЪ . 
иметь вид } = Азтах-+ Вобзат, (2) 


причемь А и В произвольныя постоянныя. Въ правильности этого 
уравненя легко убЪдиться, если положить 


/В 
= 3 
“=ум (3) 
и вставивъ это вь уравнеше (2) замънить значеше { въ уравнении (1), 


которое обратится въ тождество. Произвольныя постоянныя А и В 
опреджляются начальнымъ и конечнымъ значенями перемнной <. 


Для 2 = 0 должно быть Х= 4, 
» зы » > а 
Подставляя значеше х = 0 аъ уравнене (2), найдемъ 
в=%. 


Далфе подставляя при этихъ услошяхъ значенше х ==} вЪ уравне- 
нЕ (2) находимъ 
; = Ата р + 6 005 а 1. 
куда 
Откуд д— 8-6 0888. 
за} 
Такимъ образомъ уравнене (2) по подстановк® въ него значешй 


произвольныхъ постоянных 4 и В принимаетъ такой видъ; 


таз 


К — ада 


- 65 208 а =. (4) 
Это и есть уравнен!е упругой оси въ конечномъ видЪ. 
Изслфдуемъ это уравнеше. Нетрудно во-первыхъ, сразу видфть, что 
такъ какъ созбщиз угла измъняется всегда въ предфлахъ между 0 и 
== Ъ, то какъ количество, стоящее въ скобкахъ, такъ и второй членъ 
будутъ всегда (а и х конечныя и опредёленныя значен я) выражаться 
правильными дробями, т. е. } будетть выражаться величинами того же 
порядка что и 8 и стало быть стрёлка прогиба не превзойдетъ зна- 
ченЙ того же порядка малости, что и пейвоначальные эксцентриси- 


теты. Обращаясь однако къ дроби ат, 


можеть принять безконечно большое значене. 


легко видфть, что она 
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Дфйствительно, поставимъ лишь усломемъ, что координата г 
отлична отъ [и отъ 0. Прослёдимъ измфненя дроби съ увеличенемь 
значейя «, т. е. напр—при постоянномъ сбчени м матерал»--съ 
увеличещемъ Р (3). При увеличении ® отъ 0 и числитель и знамена- 
тель дроби увеличиваются; когда уголъ (2) обратится въ 5, то зна- 
менатель обратится въ 1, но числитель 51 ах будетъ меньше 1; пря 
дальнфишемъ увеличени угла (57) знаменатель начнеть уменьшаться, 
тогда какъ числитель будетъ еще увеличиваться; при приближении 27 
къ значеню ях знаменатель продолжаетъь убывать: числитель также 
убываетъ, но постоянно больше знаменателя. Когда уголъ (=!) обра- 
тится въ п, знаменатель обратится пъ 0, между тфмь какъ числи- 
тель, вслЪдств!е того, что их > 20 <= будетъ отличенъ отъ нуля 
и притомъ при х конечномъ будеть также конечною величиною, Въ 
это моментъ, очевидно, дробь, а съ нею и вся правая часть равенства 
обратится въ безконечность 


, сы а 
"о нк 


-- $ 08а = 50, 


Такимъ образомъ, наименьшее изъ значенй обращающее / въ сс, 
если только 8, или 80 не равны строго нулю, будетъ 


& —= 


(5) 

Это слвдуетъ понимать такъ. ВмВстЪ съ возрастащемтъ силы Р. 
опредфляющей значеше а по выражению (3), стрёлка { можетъ при- 
нимать конечныя, стало быть реальныя значеня пока Р таково, что 
9 < т, но какъ только Р возрастетъ настолько, что имфетъ м5сто 
уравн. (5), то Хвозрастаетъ безпредЪльно такъ, что реальное значен!е для 
него невозможно, т. е. условя равновёМя нарушаются изломомъ 
хтержня, или выгибомъ, исключающимъ возможность существованя 
поставленнаго въ услове—равновЪсное состояше. 

Такая критическая величина Р, получается подставкою въ 
уравнене (5) значеня & изъ (3} 


(6) 


Это и есть формула Эйлера. Весьма примфчательнымъ яв- 
ляется какъ видно изъ (6) то обстоятельство, что въ выражений для 
критической нагрузки Р, совершенно не входятъ первоначальныя 
эксцентриситеты $ и что эта критическая нагрузка не зависить 
отъ величины этихъ эксцентриситетовъ. Можно лишь 
напомнить, что выраженте для критической нагрузки получается— при 
‘успови возникновения какихъ угодно малыхъ значенй 5 и 8, лишь 
бы отличныхъ отъ 0. 

20* 
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419. Примфнеше формулы Эйлера. 


Формула Эйлера выведена въ предположенми, что до наступленя 
момента критической нагрузки, когда стрфлка } перестаетъ отвфчать 
равновЪсному состоянию стержня, вс деформаши упруги, а стало быть 
во всякомъ случа напряженя въ сфчемяхъь опредфляемыя обычнымъ 
путемъ не превосходягъ предфла упругости. Такимъ образомъ въ 
сжатыхъ стержняхь во всякомЪъ случаф не исключается позфрка на 
нормальныя напряженй, т. е. опредълеше сжимающей силы по выра- 
жено 


Чтобы видёть при какихъ условяхъ практически критическая 
нагрузка, опредфленная по формулЪ Эйлера, будетъ отвфчать напря- 
женямъ не выше предфла пропориональности, раздфлимъ выражене 
(6) на площадь поперечнаго сфчешя бруска, тогда найдемъ такъ наз. 
критяческое или ломающее напряжен!е при продольномъ 
изгибь. 


(6 95) 


ЗдЪсь Га "Г: есть квапратъ радуса инерши площади попереч- 
наго сфченя. Приравнивая о, == 4 предблу пропорщональности мате- 
руала.и вставляя значеше Е для того. же матер!ала, мы найдемъ пре- 
дъльное значен!е для отношения ^, при которомъ воз- 


можно прим$нять формулу Эйлера. 


Именно _ 
1 = 5. 
5" У? (7ау 


При меньшихъ отношеняхъ длины къ наименышему радусу инер- 
щи поперечнаго сЪченя, очевидно формула Эйлера уже не имфетъ 
реальнаго значеня и въ этомъ случаВ въ сжимаемыхъ брусьяхъ на- 
пряжене превзойдетъ предфлъ пропорцюнальности еще до критиче- 
ческой нагрузки Р,. См. табл. 24. 

Формулу Эйлера выведенную въ предыдущем №, легко распро- 
странить‘и для другихъ случаевъ продольнаго изгиба. Именно раз- 
смотрЪнный основной случай предполагаетъ сжате стержня, концы 
котораго не перемфщаются, но могутъ свободно вращаться, или, какъ. 
товорятъ, стержень съ шарнирными концами, 


ПРИМВНЕНЕЕ ФОРМУЛЫ ЭЙЛЕРА. 309 


Таблица 24. 


Иредфльныя наименьшя значеня р . 


Козффищенть Предфлы | 
пропорщаналь- Отношеше 
МАТЕР!АЛЫ, упругости 2. ности 4. | В 
— —- СР 
Въ килогр. на в, см, 
Сварочное желЪзо. .. 2.000.000 1.800 105 
Литое жел зо. .... 21504000 : 2.100 100 
„Мягкая сталь... ..- 2.200.000 2.400 9% 
Средняя сталь . . 2.250.000 } 2.800 89 
Хвойныя породы... . 120.000 150 89 
Дубъ еее 110.000. 175 78 


Въ случа если стержень задЪланъ однимъ концомъ и 
сжимается силою, приложенною къ свободному концу, изогнутая ось 
представляетъ какъ бы половину длины оси стержня удвоенной длины, 
Поэтому въ этомъ случаЪ въ формул (6) слфлуетъ положить 1, == 2} 
см. фиг. 265, тДЪ 1, есть длина стержня задЗланнаго однимъ кон- 
цомъ, т, е. 


(7) 


Если стойки задфланы однимъ концомъ, а на другомъ концб 
имЪется шарниръ, то изогнутая ось на ?/, длины представляется та- 
кою же, какъ и въ основномъ случа®, 

Въ основную формулу слфдуетъ подставить вмЪсто } всего 0,7 2 


или вмЪсто № приближенно 


(8) 


Наконець для случая стойки, задфланной однимъ концомъ, изогну- 
‘тая ось имфетъ видъ основного случая на половинз длины стержня. 


Въ основную формулу слЪдуеть подставить вм5сто { лишь з-$, т. е. 


(5) 
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Легко видфть, что для всфхЪ случаевъ можно пользоваться основ- 
ною формулою если написать ее въ видё 


10) 


Фиг, 266. 


Слфдуетъ замфтить, что подъ задфланнымъ концомъ подразум®- 
вается такая задфлка, когда касательная при изгибЪ въ конц® бруса 
неизмЪнна въ своемъ’ положени. Практически это весьма трудно до- 
стижимо, почему всегда осторожнфе не расчитывать на задфлку, По 
опытамъ профессора Фёплля, при доведени груза до = оть’ ломаю- 
щаго, концы колонны плотно упертыя въ доски повернулись настолько, 
насколько должны были повернуться при шарнирномъ соединенм. 

Расчетную нагрузку при продольномъ изгибЪ назначаютъ въ в 
отъ ломающаго груза Р„, гдБ и Запасъ прочности. 

Поэтому нагрузка, прочно выдерживаемая колонной или сжатым 
стержнемъ, опредфляется по формул5 


д 


(0 


Запасъ прочности в берется въ предФлахъ отъ 3 до 6, обычно въ 
среднемъ я == 4, 


1 
= ЕХ. (11) 
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120. Формула Навье (Щварца и Ренкина) *). 


Формула Эйлера имфетъ въ практическомъ отношеши нфкоторыя 
неудобства. Во-первыхъ, во многихь случаяхъь инженерной практики 
приходится имЪть дЬло со стойками, у которыхъ отношеше длины 1 
къ наименьшему радрусу инерщи площади поперечнаго сфчения менфе, 
нежели то указано въ предыдущей таблиц, причемъ какъ показы- 
ваютъ опыты ломающй грузъ въ этихъ случаяхн ниже, пежели то 
получается если примфнить (вн® границъ ея примфнимости) формулу 
Эйлера. Во-вторыхъ, формула Эйлера не даетъ при подборЪ сёченй 
величину площади стержня или стойки, почему приходится идти пу- 
темъ послёловательныхь полытокъ. Наконешь нужно указать на то, 
что въ инженерной практикВ установился обычай оцфнивать правиль- 
ность размьровь конструкщи путемъ опредзленя напряженгя въ 
сфчени, которое и сравниваютъ съ прочнымъ (напряженемь) сопро- 
тивленемъ даннаго матерала. Вотъ почему долгое время формула 
Эйлера замънялась менфе научно обоснованными, но болфе удобными 
СЪ указанной практической точки зрёшя формулами. Наибольнимъ 
распространещемъ пользуется формула Навье, Шварца и Ренкина, 
она же Лесли и Шюблера. Какъ видно изъ этого перечислены, формула 
эта выведена многими лицами различными путями, и въ разное время. 

Наиболже простой способъ вывода ея слЪдующи, Предположимъ, 
что сила Р, всл®дств!е случайныхъ причинъ или отклоненй оси от 
идеально прямой линм, имветъ н®которое плеча 5. Предполагается, 
что величина этого плеча прямо пропоршюнальна квадрату свободной 
длины стержня Ё и обратно пропорщональна разстоянню + крайняго 
волокна до теоретической оси лифи центровъ тяжести 


=. (12) 
* 
Въ этомъ выражени а есть отвлеченное число— коеффищентъ опре- 
двляемый изъ ‘опыта. 
Опредфлимъ наибольшее сжимающее напряжене по формул слож- 
ваго сопротивленя изгибу и сжатю 


подставляя условленную выше величину. плеча 5, вводя значене 
Т = рю, по упрощени— найдем 


+) Таже формула иногда называется формулою Лесли-Шюблера, 
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Изъ условй прочности слфдуетъ, что с не должно превосходить 
допускаемаго на сжа\е напряженйя *,. Зам®няя этою величиною а и 
опредфляя Р найдемъ 

___ №0 


=- дз 
1+« |- 
в 
Чтобы получить то напряжеше < которое можно получить опре- 
дёляя его обычнымъ путемъ, т. е. дфлешемъ силы Р’ на площадь по- 


перечнаго сфченя стержня остается раздфлить 06% части уравнены 
(13) на ®; тогда найдемъ 
7Р Е 
1 а В 
р 


Такимъ образомъ допускаемое напряжене въ случаЗ продольнаго 
изгиба не должно превосходить допускаемаго напряжешя на чистое 
сжате, умноженнаго на отношенше 


(13) 


(14) 


1 
18° 
1-а Я 
р 
Отношене это всегда меньшее единицы носитъ назвае коеф- 
фицгента уменьшентя (напряженя) за продольный изгибъ. 


Итакъ окончательная формула для повфрки прочности на продольный 
изгибъ иметъ видъ: 


(15) 


ы 


= 9, {16) 


причемъ 
(16 Ыву 


т, в. ф есть отношеше допускаемаго напряженя при продольномъ 
изгибЪ къ допускаемому напряжению на чистое сжат. 

Относительно численнаго значеня коеффищента « нужно замЪтить, 
что онъ зависить отъ матерала и способа закр®плешя концовъ. 
Впрочемъ послёднее лучше учитывать введенемъ коеффищента длины р, 
какъ то указано въ предыдущемъ № . Обычно даютъ значене а 
для основного случая, т. е. для сжимаемой стойки съ шарнирными 
концами [тогда + =1]. Надо еще указать, что въ различныхь стра- 
нахъ принимаютъ различныя значения а. У нась для желёзныхъ стоекъ 
принимають «— 0,00008, хотя какъ показываютъ опыты Тетмайера, 
формула Навье даетъ правильные результаты при другомъ значении а. 
Значеше коеффищентовъ а даны въ таблиц № 
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Таблица 25. 


Значенёя коеффищентовь х въ формул Навье- 


Матер!алъ и источник изслфдовангя. СЗ 


Сварочное мягкое желфзо, по опытамь Тетмайера 0.00014 
Литое жельзо, тоже. ен... 6.00016 
Обычно употребляеное въ конструкцыхь желёз. ......} 6,00015 
Значене, употребляемое для того же желбза во Франции. .., 0.00010 
Тоже въ Роси еее. | 000008 
Для чугуна, по даннымъ Годкинсони, Лесли, Базнингера | 0.00040 
Для дерева, по опытамъ Тетмайера о. с... ..| 0,0923 
Для того же, по значеше примбняемое во Франци...... 0,00020 
ув в » въ Росси ......- ? 0,0010 
Для бетонныхь колоннъ (еее енлннеьь| 6.00010 


Изъ разсмотрёня этихъ данныхъ можно видЪТь, что у насъ фор- 
мула Навье примфняется съ преуменьшеннымь— недостаточно обосно- 
ваннымъ коеффишентомт, что можно приписать исключительно рутин$. 

Какъ предълы примфнвимости формулы Навье слёдуетъ принять (7 а) 


10 
р < указаннаго въ таблиц № 24. 


При болышихь значеняхъ ; слвдуетъ примнять формулу Эйлера. 


При значеняхъ 1 меньшихъ 40 формула’ Навье даетъ для ло- 
мающаго груза значеня больция, нежели то вытекаетъ изъ опытовъ 
Тетмайера и другихъ, почему лучше пользоваться опытными форму- 
лами Тетмайера. 


121. Опытныя данныя. 


Многочисленные опыты Баушингера, Консидера и главнымъ обра. 
зомъ Тетмайера вполн® подтвердили практическую правильность фор- 
мулы Эйлера, если ею пользоваться въ предълахъ ея примбненя, т. е. 
при отношеняхъ 1 свыше указанныхъ въ таблиц® 24. Кром важ- 
наго значейя этихъ опытовъ въ указанномъ смысл — они имзютъ 
значене еще и потому, что установили величину критической силы 
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: й 
для случаевъ продольнаго изгиба при значеняхъ - ниже указаннаго. 
Въ этихъ случаяхъ формула Эйлера непримфнима, а формула Навье 


произвольна. 
ВСБ результаты опытовъ надъ продольнымъ изгибомт, стержней 


изъ желЪза, стали и дерева могутъ быть выражены линейною фор- 
мулою 
1 
в, = («—? ;“ (17) 
ТДЪ ци ® численные коеффишенты, измфряемые въ единицахъ напря- 
женй, какъ то требуется однородностью формулы. 

Если для простоты называть ломающимъ напряжешемъ частное 
отъ двлешя ломающей силы на площадь сёчевя бруска, то (услов- 
ный) предфль временнаго сопротивленя` при продольномъ изгибЪ по- 
лучается 
(18) 


Для чугуна. ломающее напряжене выражается параболическою 
формулою 
12 
о в) . (15) 


Въ работь профессора Ясинскаго вычислены значешя коеффищен- 
тов пи $ какъ средня изъ олытовъ Консидери, Баушингера и Тет- 
майера. 

Численныя значеня коэффищентовь а, 6 и с указаны въ таб- 
лиц № 26. 


122. Формулы для практическаго пользованя. 


Для пользованя вс$ми вышеуказанными изслфдоваНями и дан- 
ными, на практик® всего удобнфе свести вопросъ къ надлежащему 
выбору допускаемаго напряженЯ въ сжимаемой части, опред$ляемому 
обычнымъ образомъ дфлеШемъ сжимающей силы на площадь попе- 
речнаго сёченя бруска. Такимъ образомъ можно указать на премъ, 
примёняемый при расчет% по формулЪ Навье, но съ замъною этой 
формулы болфе достовёрными данными опыта. Сверхъ того изъ из- 
ложеннаго, понятно; что-нельзя ограничиться одною формулою, такъ 
какъ каждая изъ приведенныхъ выше формулъ примфнима лишь въ 
опредфленныхъ границахъ 

Примемъ, что допускаемое напряжеше при продольномъ. изгибв 

Р 


в) 
ы ® 
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Таблица 26. 
Значеня численныхъ коеффищентовъ къ бормул$ Тетмайера-Ясинскаго. 
Предфлн-°Сопро- ‘Предбль, р 
. ныя зна- тивлен® упруго- Коеффиц!енты, 
Матералы и изсл- чены сжато | сти. | 
дователи, ю | й ь | 
| и 
—. Г въмилотр, на квемидим, | 
| | — 
| | 
Дерево. | 
По опытамъ Тетжайера | [>15 | р 
{хвойн. пор. и лубъ) . [28 30 | — Г 298. 009%. - 
| | 
Желфзо сварочное. р } : 
р | 5. | 
По Тетиайеру ›... [2 $1. 3040 ; 019. — 
р | , 
По Ясинском. {2 20 ' : 3397 9165 ° 
му... в _- 175; 33; 65 
о , | В 
Желбзо литое, | ' р | 
По Тетнайеру.,... 2-ю ры |= 
! | ] 
й 
По Тетмайеру. .... [28 20 | — 13240: 06 | — 
й р 
> 26, р | 
По Ясинскому...-. [2:0 - 25 | 3387 | 0448 | - 
: | 
| 
Литая ‘сталь. | ‘ 
| 
| . 
Йо Тетнайеру..... < 60°. — | 335 0,062 | — 
| 
Чугунъ. | р | | 
> 8 
По Тетмайеру ...- [= в юг = | 00083 | 1200 | 776 


Для относительно болфе длинныхЪ. стержней слфдуетъ принять 
формулу Эйлера. 
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должио составлять такую же часть отъ временного напряженя при 
продольномъ изгибЪ. 


(гдв ЛР, ломающ грузъ) — какъ допускаемое напряженше при чистомъ 
сжати {, относится къ предфлу временного сопротивлещя В». Та- 
кимъ образомъ 
(20} 


Отсюда получимъ 


ел) 


Это постоянное отношеще между допускаемыми и временными 
сопротивленями при продольномъ изгибЪ съ одной стороны и соот- 
вЪтственными сопротивленями при чистом сжатри, какъ уже ука- 
зано было выше, называется коеффиц!ентомъ уменьщен!я. 
Для расчета сжатой стойки провфряютъ не превосходитъ-ли полу- 
чающееся въ ней напряжене <, уменьшеннаго умножещемь на ф да- 
пускавмаго напряже я на чистое сжате, т. е. 


Па =. .(22) 


Для отношенй : большихъ указанныхъ въ табл, 24, при кото- 
рыхъ напряжене при продольномъ изгибв ниже предзла упругости, 
какъ уже сказано, лучше всего примвнять` формулу Эйлера. 

Для коеффищента уменьшеня въ этомъ случа положимъ (1 = вр") 
согласно (21} и (6 Ы5) 


* е 2 3) 


Са 
Для отношеня — меньшихъ только что указанныхъ, но не меньшихъ 
имБвшихь мЗсто въ опытахъ Тетмайера и др. лучше всего прим%- 
нять формулы (18) и (19). 
Для коеффишента уменьшены ф получимъ 


а— 5. 


р 
Ф= р. 24 
Е, (4) 
Весьма часто взамфнъ В, берутъ В допускаемое напряжене на 


растяжени, такъ какъ В, и А, весьма близки между собою и испы- 
тая желфза производятся обычно на разрывъ. 
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Иногда приходится имфть дфло со сжатыми стойками сравни- 
тельно небольшой длины, кола ' меньше предльной величины, 
имашей м6сто въ опытахъ Тетмайера я др. Для такикь случаевъ 
НЪтъ прямого отвФта, а непосредственное распространене формулъ 
Тетмайера-Ясинскаго приводить къ невфрному результату; зто ста- 
новится яснымь, если напр. въ формулЪ (18) положить т, близким 
или равным 0, тогда, ° 

№ =а 


но изъ таблицы 26 видно, что а всегда численно меньше В.. Такимъ 
образомъ выходить, что напр. при сжат!и листа, положеннаго плашмя 
онъ раздавится при напряжени меньшемь предфла временного сопро- 
тивлешя сжато, что очевидно несообразно. Поэтому всегда иЪле- 
сообразне принять для значеня : отъ 0 до наименьшаго имфвшаго 


ето въ въ опытахъ 


причемъ подъ  подразум®вать К,, & Ш, найти изъ условя чтобы, А, 
при наименышемъ опытномъ предъяв (изъ опытовъ Тетмайера) обра- 
тилось`въ А, ваваемое формулой (18), 

При указанныхь услощяхь можно руководствоваться слЪдующими 
формулами. 

Е ЖелЪзо, обыкновенно употребляемое въ строительномъ двлЪ. 
Временное сопротивлене разрыву (чистому сжатию) отъ 34 по 42 кг. 
на кв. мм. въ среднемъ Л = 38 кгр. на кв. мм. 


Кор, на кв. мк. 


Предбль- то” то ооо 
выя зна. Ломающее напряжене | . 

ченя Коеффищенть уменьшения, 
въ кгр. на кв, мм, 


0-3 | ф=1 00091 т 
30-105 | ф=0816 — 00030 т 
5584 
5105 | ‘в, = Я (Эйлер). о= 28, 
/ ( 5) 
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И. Дерево. При временномъ сопротивлени раздавливаню не 
меньшемъ 300 кгр, на кв. мм. 


Кер. на кв. мм, 


'Предбль- ^ : 
ныя зна- Домающее напряжеще | . 
ченя Коеффищенть уменьшен. 
Ы 1 


1 
115—100 В, —298 —1,94 й 2=098—0065 


= р (Эйлерь). о= 3290 
(>) 


Ш. Чугунъ. При временномъ сопротивлени сжатю въ среднемъ 
80 кгр. на кв. мм, 


>10 В 


Кир. на кв. мн. 


"Предзль- ^ 
ныя зна» Ломающее напряжене 
ченя Коеффищенть уменьшеня. 
1 въ кгр. на кв. мм. 
р ОИ | 
В 1 
8 в, 80 — 14575 $=1 00182. 


7 1\ 2 1 
8—0 [во 053 (=. Ф=0,97—0,015 + 0.000067 (. ) 
* то 5) " "В р 


>59 в, =98700 (дилеры. | 


— 
=> 
< 


123, Короблеше тонкихъ стЪнокъ, 


При сжали относительно длинныхъ стоекъ происходитъ описан- 
ное явлеще продольнаго изгиба, Пока сжатый стержень имЗетъ 
сплошное сёчене, прочность его зависить въ извфстныхъ прелфлахъ 
единственно оть сопротизленя продольному изгибу. Такъ какъ ве- 
личина продольнаго изгиба обратно пропорцюнальна моменту инерши 
или ращусу инерщи площади поперечнаго сёченя, то вытоднве вмЪсто 
сплошной площади поперечнаго сЪченя примзнять коробчатую, дву- 
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тавровую, кольцеобразную и Т. д., Т. е. вообще такую, въ которой 
матер!алъ сосредоточень вбяизи перифери, Такимъ образомъ отно- 
сительно наивыгоднйшею профилью съчешя будет» кольцеобразная, 
Но, увеличивая радусъ кольцеобразнаго сёченя данной профили, при 
желащи сохранить заданную площадь сфченя, мы должны будемъ уто. 
нять стЪнку цилиндра, представляющаго нашъ сжатый стержень. При 
этомъ мы наконець достигнемъ такого предфла, при которомъ стер- 
жень буцетъ хорошо сопротивляться продольному изгибу, но начнет 
деформироваться отъ короблен!я— выпучиваня стфнокъ. Очевидно 
сЪченше даннаго стержня будетъ наиболЪе выгоднымъ, когда между ра- 
дусомъ инерши и толщиною стфнки будетъ нФкоторое такое соотно- 
шене, при которомъ будет одинаково вброятно, какъ появлене про- 
дольнаго изгиба, такъ и выпучивамя или короблешя тонкой стфнки. 
Все сказанное. разумЗется, относится къ любой форм коробчатаго, 
или иного, составленнаго изъ отдФльныхъ частей сбченя. 

Большинство, какъ теоретическихъ, такъ и опытныхъ изслёдованй 
сводится къ изучено сжа\я стоекъ. именно съ точки зря про- 
дольнаго изгиба и ни въ одну изъ формулъ для повБрки сжатыхъ 
стоекъ не входитъ зависимость между ражусомъ инерши и толщиною 
съченя. ПослФдняя выбирается обыкновенно на основани чисто прак- 
тическихъ соображенй, и для узфренности въ отсутстме возмож- 
ности короблешя не существуетъ научно обоснованнаго н въ то же 
время достаточно простого дня практики опредфленнаго критеря. 

Насколько лтЪ тому назадъ въ инженерной лаборатори въ Дублин быль 
произведен рядъ опытов съ цёлью опредЪфлены условй, при которыхъ про- 
исходить разрушеше стоекъ оть влявя продольнаго изгиба и коробленя 
ствнокъ. 

Если короткую металлическую трубку, съ одинаково обдланными концами 
подвергнуть давленво по осн цилиндра въ испытательной машин®, то такая 
трубка разрушается отъ коробленя ст®нокъ, причемъ образуется рядъ скла- 
докъ. Сл»дуеть, впрочемъ, замвтить, что образоваще складокъ существуеть 
въ стойкахъ даже при малыхъ нагрузкахъ; но пока предзлъ упругости не 
превзойден, деформащя такъ ничтожна, что ускользает отъ наблюденя. Изъ 
сразненмя результатов многочисленныхъ опытовъ выходитъ, что ч®мъ больше 
дПаметръ, и меньше толщина ст$нокъ, тВыь при меньшей нагрузк5 происходить 
разрушеше образца; при этомъ грузъ, разрушающий образець, приближается 
кь предёлу временного сопротивлешя матейала сжатдо, причемъ величина 
труза не зависить отъ длины образца. Из этого слёдуетъ, что временное со- 
противлеше сжатию равняется нагрузкЪ, вызывающей образоване складокъ. 

Если принимать во внимане какъ продольный изгибъ, такъ и короблене, 
то напряжене, какъ оказывается изъ опытовъ можетл, быть, выражено форну- 
лой такимъ образомъ: 


— № (25) 


т 
1+8 в «(=) 
8 р 
Чтобы руководствуясь этой формулой расчитать стойку, сяфдуетъ прежде 
всего опредфлить наивыгоднЪйшее соотношене между ри (толщиною стЪнокъ). 
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Для кольцеобразнаго сЪченя, если г есть средн: й радусъ кольца, то 


& такъ какъ 


в= 


то 


=> 


Наибольшее значеше р будетъ, когда знаменатель приметь значене лип- 
тоя, Продиффиренцировавъ знаменатель по перемфнному р и приравнивая 
производную нулю, найденъ 


28) 


Зная козффищенть В для различныхъ сбченй, можно быстро подобрать 


наивыгодн®йшее сВчене, полагая « такимъ какъ указано вт, табл. 25. 
1 


Дия сварочнаго желёза В = т, 
1 
для литого желза 8 = то. 

Легко видФть, что ‘коэффищентъ уменьшеня, опредФленный по этой фор- 
мулЪ знанительно меньше, нежели это ‘обыкновенно принимается, 

Описанное короблене происходитъ также въ сжатыхьъ частяхь изгибае- 
мыхъ клепаныхъ бадокъ, если стФнка балки сдФлана изъ слишкомъ тонкихъ 
листов. 

На основан опытовъ Годринсона, можно указать слдующую формулу для 
желёзныхь листовъ, 


9) 


Здфсь В," временное сопротивлеше коробленю въ кгр. на кв. мм. 6—060- 
значаеть толщину, # — ширину листа въ мм. или см. (на протяжени участка, 
гдЪ можеть произойти короблене), т численный козффищенть: 


Для сжатыжь желфзныхь стоекь т == 126, 
» клепаныхъ балокъ у = 164. 


